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Dedicatoria

Antes de la llegada de los espanoles al territorio que hoy llamamos México,
existian diversas culturas que desarrollaron areas de las matematicas como la
geometria, el algebra, la teoria de ntimeros, etc. Mucho de ese desarrollo se
perdi6 durante la conquista y el periodo colonial. En la historia de México,
los pueblos indigenas han sido carne de canén de diferentes luchas como la
independencia, la intervencion norteamericana, la intervenciéon francesa y la
revoluciéon. Si México es independiente de las potencias extrajeras es en gran
medida gracias a que los pueblos indigenas metieron las manos al fuego por la
libertad de este pais. No obstante, en la actualidad los indigenas son la clase
mas discriminada de México. Asi, desde hace varios siglos la gran preocupa-
cion de los indigenas se centra en sobrevivir y evitar su desaparicion, mas que
regresar su mirada al desarollo de las ciencias y las matematicas.

Este libro esta dedicado a los pueblos indigenas de México.
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Prologo

La humanidad ha estado interesada en los temas que aborda el algebra
lineal desde tiempos lejanos. Por ejemplo, uno de los problemas fundamentales
de esta disciplina es resolver sistemas de ecuaciones lineales y, notablemen-
te, desde hace mas de dos mil anos los babilonios sabian resolver sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas. De hecho, el llamado método de
Gauss-Jordan que se usa para resolver sistemas de m ecuaciones lineales con
n incognitas ya era conocido por los chinos al menos 200 anos antes de la era
cristiana.

En la actualidad, gracias a las aportaciones de diferentes matemaéticos, fi-
sicos, ingenieros, astréonomos, etc., el dlgebra lineal es una de las areas de las
matemaéaticas mas elegantes en cuanto a su estructura, sus teoremas y demos-
traciones. Ademas, nos abre las puertas a otras areas de las matematicas como
la teoria de grupos, las ecuaciones diferenciales, la geometria diferencial, etc.

Asimismo el algebra lineal no solo es un ctimulo de teoremas y demos-
traciones elegantes, también tiene una amplia gama de aplicaciones en areas
como la mecéanica cuantica, probabilidad, finanzas, economia, calculo, fisica de
particulas, ecuaciones diferenciales, inteligencia artificial, etc. Por ejemplo, el
surgimiento de la mecénica cuantica no hubiera sido posible sin la existencia
previa de los resultados fundamentales del &lgebra lineal.

Por estas razones, para estudiantes de matematica puras y aplicadas, de
fisica y de diversas ingenerias, es importantes entender y dominar los aspectos
puros y aplicados del algebra lineal.

El objetivo de este libro es introducir al estudiante en el dlgebra lineal y sus
diversas aplicaciones. En el escrito se encuentra la justificacion de los resulta-
dos fundamentales del algebra lineal, se realizan varios ejercicios para mostrar
cOmo se usa esta disciplina, se muestran diversas aplicaciones y se explica como
emplear codigo de Python para resover diferentes problemas.
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El material de este libro ha sido utilizado en cursos de Algebra Lineal Ty
IT para estudiantes de las carreras de Matematicas Aplicadas e Ingenieria en
Computacion de la Universidad Auténoma Metropolitana-Unidad Cuajimal-
pa. Normalmente los alumnos muestran mas interés en las aplicaciones. No
obstante, en el texto se buscé fundamentar los resultados mas importantes del
algebra lineal para que los alumnos obtengan bases s6lidas y al mismo tiem-
po sean capaces de aplicar los conocimientos adquiridos. Ademas, se trato de
incluir una nota histérica sobre las personas que realizaron aportaciones a los
temas estudiados en cada capitulo. Con la idea de no saturar a los estudiantes
con muchos temas en pocos capitulos, el texto se divide en varios capitulos con
pocos temas.

El autor es originario del pueblo Hnahnu del Valle del Mezquital del Estado
de Hidalgo. Los antepasadso de este pueblo habitaron el territorio de México
varios milenios antes de la era cristiana. En espanol, al pueblo Hnahnu se le
llama Otomi, que es una variante de la palabra nahuatl otomitl, que significa
quien camina con flechas o flechador de pdjaros. Es doctor en Fisica por la
Universidad Nacional Auténoma de México y Profesor de Tiempo Completo
de la Universidad Auténoma Metropolitana Unidad Cuajimalpa. Ha realizado
investigacion en temas como Altas Energias, Biofisica y Finanzas Cuanticas.
Sobre estos temas ha publicado diversos articulos en revistas internacionales.
Ha sido miembro del Sistema Nacional de Investigadores con Nivel 1T de Mé-
xico.
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Capitulo 1

Espacios vectoriales

En este capitulo daremos la definiciéon de espacio vectorial y veremos algu-
nas de sus implicaciones.

1.1. Definicién

Un espacio vectorial se define con un conjunto V, un campo K y dos
operaciones

+: VXV =3V,
p:KxV =V,

Esta operaciones deben cumplir que si u,v pertenecen a V, entonces u + v
pertenece a V y si a pertenece a K, entonces p(a,v) = « - v pertenece a V.
Ademaés, se debe cumplir

1) ‘Vu,v €V, 1L+U:U+U,‘ (1.1)
2) |Vu,v,w eV, (u+v)+w=u+ (v+w), (1.2)
3) |Vu,ve VVo,e K, a-(u+v)=a-u+a-v, (1.3)
4) |Yv € V Vo, € K, (a+pB) - v=a-v+8-v, (1.4)
5) |Vv eV, Va,p € K, (aB)-v=a-(B-v), (1.5)
6) ‘3 0V tal que YvoeV, 0+v= /U./‘ (1.6)
7 |VweV, J—veV, tal que v+ (—v) =0, (1.7)
8) ‘V’U eV, e v=u, (1.8)
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aqui e representa el neutro multiplicativo de K.

1.2. Ejemplos

Ahora, veremos algunos ejemplos de espacios vectoriales. El lector puede
verificar que los siguientes espacios cumplen las reglas de espacios vectoriales.

1.2.1. C»

Supongamos que C es el conjunto de los nimeros complejos. Un ejemplo
de espacio vectorial son los arreglos de la forma

C" ={(c1,¢2, -+ ,cn),ci € C}.
Si se tienen dos vectores de C",
(01’027... 7cn)7 (dl,d%... 7dn)
la suma se define como
(1 +dy,co+da, -+ e+ dy).

Mientras que si A es un niimero complejo, el producto por un escalar se define
como

)\(017027' o 7cn) = ()\617)\627' o 7>\Cn)-

1.2.2. Sucesiones

Una generalizacion de C" es tomar el limite n — oo, que nos da el espacio
de sucesiones

o
{an}y,, a, € C.
Asi, si se tienen dos sucesiones
oo [e.¢]
{an}n:07 {bn}n:()a A, bn € C
la suma se define como
oo
{an + butnzo-

Mientras que si A es un nimero complejo, el producto por un escalar se define
€omo

)\{@n}ﬁo:o = {/\an}io:o-
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1.2.3. Matrices

Otra generalizacion de C™ es el espacio de matrices M, de entradas com-
plejas

My My - M,
Msy M - Moy,

M=| My€eC, i=1--,nj=1--,m.
j\[nl A[nz T ]\/[n,m

Si se tienen dos matrices

My, My, -+ My, Ny, Mys --- Nin,
My Moy -+ Moy, Nyi Ny -+ Ny,

]\/f — . . . . s N = . . . ,
A[nl ]\'/[712 T ]\'/jnm N nl N n2 °°° N nm

la suma se define como

My + Ny Mg+ Nig -+ My + Nig,
M4 N — My + N2l‘ My + N2% - My, + NQWT
A'/[nl + an A[nQ + Nn2 e A[nm + Nnm

Mientras que el producto por un escalar, A € C, se define como

My AMys -+ AMy,,
AMayr MMy -+ AM,,,
A= T !
)\A/[nl A]\/LQ e )\]\/[nm

1.2.4. Funciones

Otro ejemplo de espacio vectorial es el espacio de funciones f : [a,b] — C,
donde a,b € R, a < b. Supongamos que tenemos dos funciones

f:la,b] = C, g:la,b = C

Y
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la suma se define como

f+g:lab]—C,

con la regla de correspondencia

(f+9) (@) = f(x)+g(x), x€lab].

Mientras que el producto por un escalar, A € C, se define como

Af i a, b — C,

con la regla de correspondencia

M) (@) = Af(z),  xelab]

1.3. Unicidad del neutro aditivo

Si V' es un espacio vectorial existe un elemento 0 € V tal que para todo
v € V se cumple que

v+0=v. (1.9)

Supongamos que existe otro elemento 0" € V' que tiene las mismas propiedades
que 0, es decir que para todo v € V se cumple

v+0 =0 (1.10)
Por lo que si tomamos v = 0 en esta tltima ecuacién se encuentra
0+0 =0.
Ademas, tomando v = 0’ en la ecuacion se llega a

0+0=0"
Asi, como
0+0=0+0,
concluimos que
0 =0.

Este resultado nos indica que en cualquier espacio vectorial solo existe un ele-
mento con las propiedades del neutro aditivo, es decir el neutro aditivo es tinico.
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Otro resultado interesante sobre el neutro aditivo de un espacio vectorial

es que para todo v € V' se cumple
0-v=0.
En efecto, note que para todo v € V' se cumple

v+0-v = 1-v4+0-v
= (140)-v
= 1w

g ’U7
esto es

v+0-v=uo.

(1.11)

(1.12)

Ahora, sumando en cada término de la expresion ([1.12)) el inverso aditivo —v

se encuentra
(—v)+v+0-v=v+(—v)
de donde
0+0-v=0,
esto es
0-v=0.

Que es lo que queriamos demostrar.

1.4. Unicidad del inverso aditivo

Si V es un espacio vectorial y v € V, entonces existe un elemento —v € V

tal que se cumple que

v+ (—v) =0.

(1.13)

Supongamos que existe otros elemento v’ € V' que tiene las mismas propiedades

que —wv, es decir, que para todo v € V, se cumple
v+v' =0.
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Ahora, si en esta ecuaciéon sumamos de ambos lados el vector —v se llega a
v+v + (—v) = (—v) +0,

entonces, usando la propiedad del neutro aditivo y la asociatividad de la suma
de vectores se llega a

—v = v+ (—v)+

0+
= /0/7
es decir,
—v =1

Por lo tanto, en cualquier espacio vectorial un vector tiene un tnico inverso
aditivo.

Una implicaciéon de la unicidad del inverso aditivo de un vector un espacio
vectorial es que para todo v € V se cumple

—1-v=—o. (1.15)

En efecto, observe que para todo v € V' se cumple

v+ (=1)-v = 1-v+(=1)-v
= (I+(=1)-v
= 0-v
— 0

esto es
v+ (=1)-v=0.

Como el inverso aditivo es tnico, al igualdad (1.15) es correcta.

La version axiomatica de los espacios vectoriales se deben a Giuseppe
Peano, quien se baso en los trabajos de Hermann Grassmann. Grasmman desa-
rroll6 un espacio que llamoé nimeros hipercomplejos, que tiene las propiedades
de lo que hoy llamamos espacio vectorial. Vale la pena mencionar que William
R. Hamilton desarroll6 una estructura matematica que llamé cuaterniones en
donde formul6 la nocién de vector, incluso en la actualidad se sigue usando su
notacion de i, j, k para la base canoénica del espacio tridimensional. Los axio-
mas de espacio vectorial se hicieron populares después de que en 1918 Hermann
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Wey los retomoé en su libro Space, time, matter, que es una introduccion a la
relatividad general de Einsten.

»
2

Hermann Grassmann (1809-1877) I fue un matemaético, fisico y lingiiista ale-

man. Realiz6 sus estudios universitarios en temas de Teologia, Filosofia y Li-
teratura en la Universidad de Berlin. A pesar de no tener estudios en mate-
maticas o fisica, realizd investigaciones por su propia cuenta en esos temas.
Ademés de desarrollar los conceptos de los espacios vectoriales, fundamento
lo que en la actualidad se llaman algebras y ntimeros de Grassman, que son
empleados para describir particulas subatomicas. Su sueno profesional fue ser
profesor universitario de mateméticas, pero nunca lo logrd. Sus trabajos en
lingiifstica le permitieron ser reconocido con un doctorado honoris causa por
la Universidad de Tiibingen de Alemania.

1.5. Operaciones con Python
Si tenemos los vectores
a=(-1,9,5,2), b=(1,3,—-1,7)
y queremos realizar la suma de ellos, es decir
a+b,

se puede emplear el siguiente co6digo en Python

import numpy as np

2> a=np.array([-1,9,5,2])
s b=np.array([1,3,-1,71)
i np.add(a,b)

Listing 1.1: Suma de vectores
que da como resultado

array([0,12,4,9])
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Ademas, si tenemos los vectores
a=(-1,9,5,2), b=(1,3,—-1,7)
y queremos realizar la resta
a—>b

se puede emplear el codigo de Python

import numpy as np
a = np.array ([1,0,6,9])

3 b=np.array([-1,3,4,7])

. np.subtract (a,b)

6 np.add(a,b)

Listing 1.2: Resta de vectores

que da el resultado
array([2,-3,2,2])

También se puede ver que si se quieren sumar las matrices

1 0 6 9 1 3 4 7
1 3 6 4 2 92 1 5

a=13 16 3| =1 23 1 (1.16)
1 5 6 —1 9 2 1 -2

se puede emplear el codigo de Python

import numpy as np

2 a = np-al’ray([[l,O,G:g] s [_113’6:4] :[3’_1,613] a[1,516’_1]

D

+ b=np.array([([-1,3,4,71, [-2,2,1,5],[1,-2,3,1]1,[2,2,1,-2]

D

Listing 1.3: Suma de matrices

que da como resultado

array([[0,3,10,16],
[-3,5,7,9],
[4,-3,9,4],
[3,7,7,-311)

Para restar las matrices (1.16]) se puede emplear el codigo de Python
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| import numpy as np

2 a = np.array([[l,O,G,g], [—1,3,6,4],[3,_1’6,3]5[1’5,6’_1]
D

Ab=np.array([[—l,3,4,7], [—2,2,1,5],[1:_2:3,1],[2,2,1’_2]
D

¢ np.subtract(b,a)

Listing 1.4: Suma de matrices

que da el resultado

array([[-2,3,-2,-2],
[-1,-1,-5,11,
[-2,-1,-3,-2],
[1,-3,-5,-111)

1.6. Ejercicios

1.- Dé un ejemplo de espacio vectoria en la vida real.

2.- Muestre que con la suma usual y el producto de un escalar por una
funcion, el conjunto de los polinomios con coefientes complejos de grado n

{P(x) =ay+az+---+a,2",0;, €Ri=0,1,2,--- ’n}
es un espacio vectorial.

3.- Con la suma usual y el producto de un escalar por una sucesion, muestre
detalladamente que el conjunto suscesiones complejas convergentes forma un
espacio vectorial.

4.- Muestre que con la suma usual y el producto de un escalar por una se-
rie, que el conjunto de las series complejas convergentes es un espacio vectorial.

5.- Con la suma usual y el producto de un escalar por una funcién, muestre
que el conjunto de funciones {F(z)} que cumplen

/_OO |F(2)|?dr < o0

[e.9]

es un espacio vectorial.
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Capitulo 2

Subespacios vectoriales

En este capitulo daremos la definicion de subespacio vectorial, sus implica-
ciones, conceptos relacionados y algunos ejemplos.

2.1. Definicién

Sea (V, K, +,-) espacio vectorial sobre el campo K. Si V] es subconjunto
de V'y (Vi, K,+,-) es espacio vectorial sobre K se dice que V; es subespacio
vectorial de V.

Si V es espacio vectorial y Vi C V, entonces V) es espacio vectorial si cumple
las condiciones

0e Vi, (2.1)
Yo, u € Vi, u+v eV, .
VoeV,Vae K, «o-velV. (2.3)

Para probar esta afirmacion, note que la condicion ([2.2)) indica que la suma
de vectores en V; es cerrada en V) y la condicion indica que el producto
de vectores con escalares de K es cerrada en V;. Ademas, debido a que V; C V
y V' es espacio vectorial, de manera automatica se cumplen las condiciones
(L.I)-(1.5) y (1.8). Ahora, debido a que V; satisface la condicion (2.1), también
satisface la condicion . Adicionalmente, sabemos que para cualquier v € V'
se cumple

—1.-v=—v,
en particular si v € Vj. Asi, como V; satisface la condicion , siveW
entonces —v € V; y se cumple la condicion (1.7).
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Por lo tanto, si V' es espacio vectorial y Vi es un subconjunto de V' que
satisface las condiciones ([2.1)-(2.3), entonces V; es espacio vectorial y en con-
secuencia subespacio vectorial de V.

Existen varias formas de expresar las condiciones para que un subconjunto
sea subespacio vectorial. Por ejemplo, V) es subespacio vectorial de V' si y solo
siVicVy

Yoy, 09 € V1, Vg, a0 € K, o1 -v +ag vy € V). (2.4)

Para probar esta afirmacion, notemos que si tomamos a; = ay = 0 la con-
dicion implica la condicion ; si tomamos oy = oy = 1 la condicion
implica la condicion ; si tomamos a; = 1, s = 0,v; = v la condicion
implica la condicion ([2.3). Asi, la condicion (2.4) implica las condiciones
Z1)-23).

Ademas, si ag,as € K y v1,v9 € V] entonces la condicion (2.3) implica
/ !/
vy = aqu; € Vi, Uy = Uy € VA,
mientras que la condicion (2.2)) implica
/ /
v + Uy € Vo,

es decir
V1 + ave € Vs,

Asi, las condiciones (22.1))-(2.3)) implican la condicion (2.4]). Por lo tanto la con-
dicion (22.4)) es equivalente a las condiciones (2.1)-(2.3)).

2.1.1. Ejemplos de subespacios vectoriales

Por ejemplo, el conjunto de vectores de la forma
(z,9,0), z,yeR

es un subespacio vectorial del espacio vectorial R3.

Ademas, en el espacio vectorial de la funciones de la forma

f:la,b] = R,
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el conjunto de las funciones pares, es decir que cumplen

forman un subespacio vectorial.

En el espacio vectorial de las matrices reales de 2 x 2, el conjunto de las

matrices de la forma
a b
u=(50),

es un subespacio vectorial.

2.2. Intersecciéon de espacios vectoriales

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Si V; C V, V5 C V, podemos
definir el conjunto V; N V5, observe que si Vi y V5 son subespacios vectoriales
de V entonces 0 € V; N V5. En general, se puede probar que cuando Vi y V5
son subespacios vectoriales de V| el conjunto Vi N V5, también es subespacio
vectorial de V. Para probar esta aseveracion supongamos que vy, vy € V3 N Vs,
entonces vy,v9 € Vi vy v1,v9 € V5. Ahora, si aq,a0 € K, como V; y V5 son
subespacios vectoriales se satisface

a1 + apue € V4, a1 + vy € Va,

entonces
V1 + Qg € ‘/1 N ‘/2

Por lo tanto, si Vi, V5 son subespacios vectoriales de V', entonces V) N V5 es
subespacio vectorial de V.

2.3. Suma de subespacios vectoriales

Sea V] v V5 subespacios vectoriales del espacio vectorial V| se define la suma
de subespacios vectoriales como

Vi+Vo={ve V| €V}, € Vo, v=uv;+ v}
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El conjunto Vi 4+ V5 es subespacio vectorial de V. En efecto, si uq, us son ele-
mentos de Vi + V4 entonces existen vy, v] en Vi y vy, vy en V5 de tal forma
que

/ /
U1 = V1 + V9 y Uy = V] + Vy.
Entonces, si aq, as son escalares de K, se obtiene

aruy + oty = (Vg + va) + ao(v] + V)

/ !/
= (0511)1 + agvl) + (CY1U2 + CYQU2).
Ademés como V; y V5 son subespacios vectoriales tenemos que
1 / 1 /
vy = a1 + oy € Vi, y Vy = V2 + Uy € V.
Asi, existe v] € Vi y v € V5, de tal forma que

o " "
QiU + Qauy = VU] + Uy

Por lo tanto,
ajuy + agug € Vi + V5

y V1 + V5 es un subespacio vectorial de V'

Cuando

Vi+Vo=V

y para cada
veV,v eV, y e,

de tal forma que
V= U1 + V2

dice que V es la suma directa de V; y V5 y se escribe

V=Viel.

2.4. Espacio generado

Sea V' un espacio vectorial y

S = {?"17/1*)27 T 7’”71} cV.
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Sea (S) el conjunto todas las combinaciones lineales de los elementos de S, es
decir

<S> - {alvl + vy + -+ QU

con
op, Q-+, 0y € K.

El conjunto (S) es subespacio vectorial de V. En efecto, supongamos que «, 5 €
K y v,w € (S), entonces existen

a17a27"'7an€K7 Bl?ﬁZ?"'aﬁnEK
tal que

V= U1 + Uy + -+ Uy,
w = B+ Bove + - + By,

Por lo tanto

av+ fw = alogvr + agvy + -+ 4 apvy,) + B(B1v1 + Pova + -+ + Buuy)
= (aay + BB1)v1 + (acg + BB2)va + - - - + (v, + BBn) Vs,

que es una combinacion lineal del conjunto S, entonces
av+ pw € (S).

Por lo tanto (S) es un subespacio vectorial de V.

Cuando (S) =V se dice que el conjunto S genera a V.

2.5. Independencia lineal

Sean

| V1, Vo, , Un (2.5)

elementos de un espacio vectorial V. Se dice que el conjunto de vectores ([2.5))
es linealmente independiente si

| ap,Qo, 0, € K
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a1V, + vy + - - - + av, =0

implica
=0y =---=aqa, =0.
Se dice que el conjunto es linealmente dependiente si existen escalares
1,009, , 0y € K

no todos nulos tales que

QU1 + QU + - -+ + apv, = 0. (2.6)

Por ejemplo, en R? los vectores
(1,0), (0,1)
son linealmente independientes.
Ademas, en el espacio vectorial de las matrices reales de 2 x 2, las matrices
(1 o) (o —1) (0 0) (0 0)
00/)’\0 O0/)’\20)’\0 —4

son linealmente independientes.

2.6. Dependencia lineal
Podemos afirmar que un conjunto de vectores
{Ula Vo, « 7Un}

es linealmente dependiente si alguno de ellos se puede escribir como combina-
cion lineal de los restantes. En efecto, sin pérdida de generalidad, supongamos

que se cumple (2.6) v que ay # 0. Por lo tanto, de (2.6) se obtiene

V1 = —QaUg — +++ — QplUp,
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de donde

1
v; = —— (g + -+ + Apvy).
g

Si vy se puede escribir como combinaciéon de los vectores
V2, Un, (27)

se dice que v; depende linealmente de los vectores ([2.7)).

Por ejemplo, en R? los vectores

(1,0), (0,1), (1,2)

son linealmente dependientes.

Ademas, en el espacio vectorial de las matrices reales de 2 x 2, las matrices

(1) () ()

son linealmente dependientes.

2.7. Base y dimensién

Sea V un espacio vectorial. Se dice que el conjunto de vectores

{v1,v9,- - ,o,} CV (2.8)

es base de V si es linealmente independiente y es generador de V. En dicho
caso, se dice que la dimensiéon de V' es la cardinalidad de dicho conjunto.

Si el espacio vectorial V' tiene dimension n y el conjunto de vectores de V'

{v1,v9,-++ ,v,} con r<n (2.9)

es linealmente independiente, este tltimo conjunto se puede completar para
formar una base. En efecto, si el conjunto (2.9) no genera a todo el espacio
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vectorial V, entonces existe un vector v,,1 en V que no puede ser generado por
los vectores del conjunto (2.9), entonces el conjunto

{Uth?'” 7U7"7U7‘+1} (210)

es linealmente independiente. Si el conjunto (2.10]) no genera a todo el espacio
vectorial V, entonces existe un vector v,.5 en V que no puede ser generado por
dicho conjunto, asi el conjunto

{Uh V2, 5 Upy Upga, U7"+2}

es linealmente independiente. Si este nuevo conjunto de vectores no genera
al espacio vectorial V' podemos seguir con el mismo procedimiento, el cual es
finito si la dimension de V es finita.

Usando otra notacion, los conceptos de combinacion lineal, subespacio vec-
torial, dimension y espacio generado fueron establecidos por Hermann Gunther
Grassmann en las dos versiones de su libro Céalculo de Extension (1884 y 1862).

2.8. Ejercicios
1.- En el espacio vectorial de la funciones de la forma
f:la,b] = R,
mostrar que el conjunto de las funciones impares, es decir, que cumplen
f(=z) = =f(z),

forman un subespacio vectorial.

2.- En el espacio vectorial de las matrices reales de 2 X 2, el conjunto de las
matrices antisimétricas, es decir, la matrices de la forma

0 b
=)

3.- Determinar si el siguiente conjunto de polinomios es linealmente depen-
diente o independiente

es un subespacio vectorial.

{Po=20-3, Pi=b5c"+4, P =T}
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4.- Determinar si el conjunto de polinomios es linealmente dependientes o

independiente
{P0:2.13, P1:$2+413, PQZ.Z‘Q}.

5.- Determinar si los siguientes vectores son linealmente dependientes o
independientes

(1,1,0,1), (1,-1,1,1), (2,2,1,2), (0,1,0,0).

6.- Determinar si los siguientes vectores son linealmente dependientes o
independientes

(1,0,0,1), (0,1,0,1), (0,0,1,0), (1,1,1,1).

7.- Determinar si las siguientes matrices son linealmente dependientes o
independientes

2 —1 3 2 -1 4
= () e (52) e ()

8.- Encontrar una base para el conjunto de matrices reales de 3 x 3

M=

L Q.
St o
<. 0

9.- Obtener una base para los polinomios de coeficientes reales de grado 4.

10.- Obtener el espacio generado por las matrices

00 0 1
Ml:(—1 o)’ M2:<0 0)‘
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Capitulo 3

Producto de matrices y sus
propiedades

En este capitulo veremos algunas operaciones con matrices como el pro-
ducto, la inversa y la traza.

3.1. Definiciéon

Supongamos que A es una matriz de n X m y B es una matriz de m X [,
ambas matrices con entradas complejas,

All A12 e Alm Bll BlQ e Bll
A A21 A22 . AZm | B_ B21 B22 . le |
A A o Au Bui Bur -+ B
con

AijaBkTGCa 'L.:1,2,"',TL, k)j:]-a27"'am7 7":]_,2,"',l.
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Entonces definimos el producto de matrices como

Ay A o A Byy Bis --- By
R B B S
Anl An2 T Anm Bml Bn2 T Bml
AuBy +AwBy + -+ Ay B - AnBy+ AwBy + -+ A B
B Ao Byy + AgoBoy + -+ -+ Agy B -+ Au By + AgoBoy + -+ - + A9 By
AnlBll + A'n,QBQl + - F Antml e A'n,lBll + A7L2BQZ + -+ Antml
vy A1 By - vy A1k B
B lel Aok B - -+ Z;l Ao B
Z;l AnkBkl e ]Z;l AnkBkl
MAgBri -+ AwBu
Aok Bry -+ AokBp
_ - : k=1,2,--,m.
AnkBri -+ AnkBu
Por lo tanto
(AB)ir = > AyBi,  i=1,2,---,n r=1,2 l (3.1)
k=1

3.2. Convencion de Einstein

Antes de continuar notemos que por simplicidad, en una suma del tipo

i Viw®
i=1
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es comun escribir

Z Vyltw — VZI{'Z — Vl LLH 4 V‘ZI/I/YQ S Vn I/Lfn'
i=1

En donde se entiende que los indices repetidos se suman y se omite el simbolo
de suma Y. A esta regla se le llama convencion de Einstein.

Por ejemplo, con la notacién de Einstein el producto de matrices se escribe
€omo

m
1 A1 B
m

> i1 Aok B

m
k=1 An,kt Bk,‘l

m
r—1 A1k Bl
m

Y i Aok B

m
k=1 An,kt Bk‘,l

Aq1Bi A1k B
Aoy By Anc By

~ 2k 2 D k=12, m.
AnkBkl AnkBkl

All AIQ T Alm Bll BIZ T Bll
ap=| A A B B
Anl An‘Z Anm Bml BnQ Bml

En componentes se tiene

(AB)H = Ay By, = ZAik:Bk:r'a =12, n, r=12,--- L
k=1

(3.2)

Se puede observar que cuando se trabaja con componentes es mas conveniente

ocupar la notacion de Einstein.

>
. e
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Albert Einstein (1879-1955) Ifue un fisico aleman de origen judio. En su ado-

ecencia asistié a una escuela progresista basada en la filosofia pedagogica de
Pestalozzi, en donde aprendi6 a ser autodidacta y a cuestionar todo tipo de
autoridad y conocimiento. Su estadia en dicha escuela fue una de las épocas
més felices de su vida. Si bien Einstein tenia una habilidad especial para las
matemaéticas, como pensador universal también se interesé por la misica, lite-
ratura, filosofia, politica, antropologia, geologia, etc. Se introdujo por su propia
cuenta en los trabajos de Boltzman, Hertz, Lorentz, Kant, Darwin entre otros.
A pesar de tener un amplio conocimiento de la fisica de su época, cuando ter-
minoé sus estudios universitarios era poco conocido y solo logr6é conseguir un
empleo en unas oficinas de patentes. En esas oficinas empez6 a resolver varios
problemas importantes de la fisica y en 1905 publico cinco articulos que cam-
biaron para siempre la fisica y nuestra percepciéon de la naturaleza. En uno de
esos articulos dio los fundamentos de lo que hoy conocemos como Relatividad
Especial, la cual cambi6é nuestro concepto de espacio-tiempo. En otro de los
articulos explico el movimiento Browiniano, en donde fundamenta el concepto
de molecula de Boltzman y cambi6é nuestro concepto de lo microscopico. En
otro de los trabajos explico el efecto fotoeléctrico. En el aspecto tedrico, este
tltimo articulo dio un impulso importante a una naciente Mecanica Cuantica
y desde el punto de vista tecnolégico permitio el desarollo de las celdas solares.
1905 es recordado como uno de los anos méas importantes de la fisica moder-
na. Después de esos cinco articulos logré encontrar un trabajo de profesor y
empredi6é un largo viaje intelectual en solitario para formular la llamada Re-
latividad General en 1915, la cual nos permite entender el origen de universo,
las ondas gravitacionales, los hoyos negros, etc. Por ser judio, tuvo que dejar la
Alemania de Hitler para emigrar a Estados Unidos, en donde finalmente murio
un 18 de Abril de 1955. Después de 1. Newton, quiza Einstein sea el fisico mas
relevante de la historia.

3.3. Matriz identidad

A la matriz de n x n que en la diagonal tiene unos y fuera de ella tienen
ceros
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se le llama matriz identidad.

Note que si A es una matriz de n x n se tiene

Ay A oo Ay, 10 - 0
A A e Ay, 01 - 0
Al = oo . -
Ay Apo oo A 00 --- 1
1 0 O All A12 Aln
01 -+ 0 Agp Ay oo Ay,
0 0 1 Al Ane Ann
A A A
B Ao Ago Agp
Anl An2 Ann
es decir
Al = 1A = A.

Otra forma de definir la matriz identidad de n X n es mediante la llamada
delta de Kronecker, que se define como el simbolo tal que

) 1 sioi=j, o ,
()ij{ 0 si Z7éj l,./—172, , n.

Por ejemplo, para el caso n = 3 se tiene

011 O12 O3 1 00
0jj= | 021 do2 o3 | = 0O 1 0 | =1
031 032 Os3 0 0 1

Observe que usando la delta de Kronecker y la convencion de Einstein, el
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producto de una matriz A por la matriz identidad I se escribe de la forma

All A12 e Aln 511 512 e 5171
A21 AQQ e A2n, 521 522 e 6271,
Al = . o . S .
Anl An? e An,n (Snl 5722 e (577,77,
Alk(skl e Alk(skn
- AZk()Al ' A2k5kn (k - 17 21 e 7”)
AILk75k71 e A'n,k(skn,
All A12 e Aln,
B AQ] A22 T A‘Zn
Anl An? e Ann

En componentes esta igualdad es simplemente

(Al = Aigdrj = Ay

Asi, cuando se trabaja con componentes, es més conveniente usar la delta de
Kronecker.
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Leopold Kronecker (1823-1891) I fue un matemético aleman que aporto re-

sultados relevantes en areas como teoria de nimeros, algebra y légica. Descen-
diente de comerciantes y banqueros judios, su educacién inicial la tomé en su
casa con profesores particulares. Posteriormente asistio al Gymnasium de Lieg-
nitz, en donde se interes6 por diferentes disciplinas como la filosofia, quimica,
astronomia y las matematicas. En 1845 realiz6 su trabajo doctoral en teoria
de ntimeros bajo la supervision de Peter Gustav Dirichlet, en la Universidad
de Berlin. Después de terminar su doctorado, se dedic6 a manejar los negocios
de su familia y tomd a las matematicas solo como un pasatiempo. Debido a
su talento, recibié ofertas para trabajar como profesor universitario, pero las
rechaz6. Durante mas de 30 anos no fue propiamente un profesor universitario,
pero escribi6 articulos notables. Por ejemplo, realiz6 extenciones de algunos re-
sultados de Evariste Galois en la teoria de ecuaciones usando teoria de grupos.
Ademas, sostenfa grandes debates sobre los fundamentos de las mateméticas
con personajes como Cantor, Bolzano, Weierstrass y Dedekind. En 1883 acep-
t6 una plaza de profesor en la Universidad de Berlin. Como profesor dirigio
la tesis doctoral de varios alumnos y continué su debate con respecto al los
fundamentos de las matematicas. El defendia las demostraciones constructivas
en un nimero finitos de pasos. Con respecto a ese debate, es recordado por su
frase Dios hizo los nimeros enteros; el resto es obra del hombre. La muerte de
su mujer fue un duro golpe para él y muri6 pocos meses después que ella.

3.4. Inversa de matrices

Supongamos que A es una matriz de n x n. La matriz A~! es la inversa de

A si

AAT =ATTA=T. |

= (40)

Por ejemplo, la matriz

tiene como inversa la matriz



La inversa de una matriz es tnica. En efecto, supongamos que existe otra
matriz A" tal que
AA=T1.

Entonces, multiplicamos a esta ecuacion por la derecha por A~ obtenemos
AAA = A7
como AA™! = I, llegamos a
A=At

Por lo que la matriz inversa es tnica.

3.5. Transpuesta de matrices

Supongamos que A es una matriz de n X m

A]] A12 Alm
A — AQl AQQ : AQ'rrf
An,l AHQ e Anm

Se define la matriz transpuesta de A como la matriz AT de m x n que tiene
como columnas los renglones de A y como renglones las columnas de A, es
decir

All A21 An,l
O
A Awn o A,
por lo que
Al = Aji. (3.3)
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Por ejemplo, consideremos la matriz

2 0 1
M=13 4 -9 |,
5 —3 8
entonces su transpuesta es
2 3 5)
MY=|(0 4 -3
1 -9 8

3.5.1. Transpuesta de un producto de matrices

Supongamos que A es una matriz de n X m y B es una matriz de m X [,
entonces se cumple la igualdad

(AB)" = BT AT (3.4)

Para probar esta afirmacion ocuparemos el producto de dos matrices (3.2)) y
la definicion de transpuesta (3.3), entonces

(AB);; = (AB);
= Aj;By
= BriAj
= B;‘ZA%;'
= (BTAT)ij

por lo que

(AB);, = (B"A")

ij

que es lo que se queria demostrar.

Por ejemplo, consideremos las matrices

30 —1 -13 2
Mi=|14 5|, M= 714 -1],
2 3 6 -3 2 5

41



cuyas transpuestas son

3 12 -1 7 -3
M = 0 43|, M= 34 2,
-1 -5 6 2 -1 5
de donde
0o 7 1 0 42 1
M\My=1| 42 9 —27 |, MimMi={7 9 3 |,
1 30 31 1 —27 31
asi
0 42 1
(MyM)" =MIME=| 7 9 30
1 —27 31

3.5.2. Inversa de la matriz transpuesta

Si la matriz inversa de la matriz A es A~!, entonces la inversa de la matriz

transpuesta A7 es la transpuesta de la matriz inversa de A, esto es

(A7) = (4"

Para mostrar este resultado notemos que

AA Y =1,
entonces
I = 17
= (44’
— (1471)T14T7
asi
(AHTAT =1,

multiplicando esta igualdad por la derecha por (A™')T se encuentra

(AT)_1 AT(Afl)T — I(Afl)T
= Ay
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de donde
(AT)_l _ (A—I)T
Esta igualdad es equivalente a la expresion (3.5]).

Por ejemplo, consideremos la matriz

2 3 4
M=|43 2|,
010
cuya inversa es
-1 2 -3
M1t== 0O 0 6 |,
2 -1 -3
por lo que
2 4 0 -1 0 2
MT=(331], WmYH == 20 -1],
42 0 -3 6 -3
de donde
100
MT(M MY =10 10 |=1
00 1

3.6. Traza de una matriz

Supongamos que M es una matriz de n x n de entradas complejas

Mll M12 Mln
T e
Mnl Mn2 Mnn

entonces la traza de M se define como la suma de las componentes de la
diagonal, es decir

Tr(M) = My + My + -+ My, = Y My = M.

1
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Por ejemplo, consideremos la matriz

2 0 —1
M=|56 -3],
2.3 9

asi

Tr(M)=2+6+9=17.

De la definicion de traza se deducen los resultados

Tr (M") =Tr (M),
Tr(M + N) =Tr(M) +Tr(N),
Tr(NM) =Tr(MN).
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En efecto,

n

() = Y ("),

i=1

= Tr(M),

n

Tr(M + N) = Z (M + N),

= Z (M;; + Nig)

i=1

= Z M;; + Z Nii
i=1 i=1

= Tr(M)+Tr(N),
Tr(MN) = Z(MN)’L’L

i=1

= DD Myl

i=1 j=1

= 2D Nily

i=1 j=1

= > (Z NjiMij)
j=1 \i=1

= > (VM)

Jj=1

= Tr(NM).
Mas adelante veremos algunas implicaciones de estos resultados.

Para ver un ejemplo consideremos la matriz

M=

O =N

3
3
1

O N
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cuya maftriz transpuesta es

de donde

1 30 2 3
M = -1 2 3 ], N=1]31
010 1 2
de donde
36 0
M+ N = 2 3 41,
1 3 -8
por lo que
T(M+N)=-2,
Tr(M)+Tr(N)=3—-5= -2,
por lo que

T(M+N)=Tr(M)+Tr(N) =-2.

Ademas, sean las matrices

12 -1
A=103 o],
12 3
021
B=|[-110],
301
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que implican

5 4 0
AB = | =3 3 0 |,
7 4 4
18 3
BA = | -1 1 1],
480

de donde
Tr(AB) =Tr(BA) = 2.
3.7. Matriz diagonal

Una matriz A de entradas complejas de n x n es diagonal si todas sus
componentes fuera de la diagonal son cero, por ejemplo

a 0 -+ 0

Ao (? (z? (?

O 0 --- a,

Note que usando la delta de Kronecker, las componentes de una matriz diagonal
se pueden escribir como

A,,jj = CLj(S,jj, /ivj = 1.2 e, N

Cuando una matriz es diagonal, la mayoria de las operaciones para matrices
son muy facil de hacer. Por ejemplo, la transpuesta es ella misma

AT = A,
la m-ésima potencia es
a* 0 .- 0
0 am™ --- 0
am=| |
o 0 - a,’
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Ademas, si a; #0 (1 =1,2,--- n), la inversa es

0 0 - a,

Més adelante, veremos que cierto tipo de matrices se pueden relacionar con
matrices diagonales y que en esas matrices se pueden simplificar muchas ope-
raciones.

La idea de matriz y sus propiedades se encuentra en los trabajos de dife-
rentes mateméaticos como Gauss, Cauchy, Hermite y Eiseintein. James Joseph
Sylvester introdujé el término de matriz en 1850. Sin embargo, fue Arthur
Caley quien introdujé de forma general las operaciones de las matrices co-
mo suma, producto, potencia e inversa. Ademés, probd la asociatividad del
producto de matrices, extendi6 la idea de determinante para mas de dos di-
mensiones y desarrollo la nociéon de matrices simétricas y antisimétricas.

>
NG o

Arthur Cayley (1821-1895) | fue un abogado y matematico inglés que ralizo

diferentes aportaciones relevantes en las matematicas puras, principalmente en
algebra y geometria. Ademas cultivdo amistades con grandes cientificos como
William Hamilton, George Boole, William Thomson, entre otros. Notablemen-
te, por sus diferentes aportaciones a la ciencia britanica el fisico Clerk Maxwell
le escribié un poema. Arthur Cayley murié por multiples enfermedades causa-
das por su avanzada edad.
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3.8. Operaciones con Python

Supongamos que tenemos las matrices

1 0 6 1 2 3 4 -1
-1 3 6 4 0o 1 -2 3
A= 3 -1 6 3 B = -5 3 4 8
1 0 6 -1 1 -9 3 8

entonces para hacer el producto de ellas se puede emplear el siguiente codigo
en Python

import numpy as np

>a = np.array([[1,0,6,1], [-1,3,6,4],[3,-1,6,3],[1,0,6,-1]

D

+ b=np.array([([2,3,4,-11,[0,1,-2,3],[-5,3,4,8]1,[1,-9,3,811)
5 np.dot (a,b)

Listing 3.1: Producto de dos matrices
que da el resultado

array([[-27,12,31,55],
[-28,-18,26,90],
[-21,-1,47,66],
[-29,30,25,3911)

Ademas, si para la matriz

1 78 9
136 5
A= 2 1 0 -3
1 21 8

queremos sacar la transpuesta podemos emplear el codigo en Python

import numpy as np

> A = np.array([[1,7,8,9],[-1,3,6,5],[2,1,0,-3],[-1,2,1,8]

D

. np.transpose (A)

Listing 3.2: Transpuesta de una matriz
el cual da el resultado

array([[1,-1,2,-1],
[7,3,1,2]1,
[8,6,0,1],
[9,5,-3,8]11)
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Ahora, supongamos que queremos sacar la traza de la matriz

1 0 6 9
-1 3 6 4
A= 3 -1 6 3
1 5 6 —1

se tiene el cddigo en Python

import numpy as np

> from numpy.linalg import eig

3 A= np.array([[1,0,6,9], [-1,3,6,4],[3,-1,6,3],[1,5,6,-1]
4 D

5 np.trace (A)

Listing 3.3: Traza de una matriz
que da como resultado

9

3.9. Ejercicios

1.- Obtener el producto de las matrices

1 -2 4 —11 2 8
A = 3 3 5 ], B = 3 —4 5
1 2 7 6 -3 1
2.- Para las matrices
1 2 1 -3 8 _Z
A= 14 5 6 R I T
3 9 g9 3 3 3 |7
0 ~5 10

mostrar que se cumple
ATTA=AA =T,
3.- Obtener la traza de matriz

-5 6
A = 1 =27
29

4.- Obtener la transpuesta de la matriz

1 7 =2
A = 11 12 —4
4 -2 6
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5.- Considere las matrices

3 -1 0 1 -3 7
A=|1 35|, B=|2 -4 3].
3 2 4 1 —6 2

a) Obtener AT BT,

b) Obtener Tr(AB).

c¢) Obtener Tr(BA).

d) Obtener Tr(A + B).

e) Obtener Tr ((AB)7) .
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Capitulo 4

Determinante de una matriz

En este capitulo daremos la definiciéon determinante de una matriz y alguna
de sus implicaciones. Gauss nombr6 a esta operacién determinante porque
determina varias propiedades de una matrix, en particular si una matriz tiene
inversa.

4.1. Inversa de una matriz de 2 x 2

Consideremos la matriz de 2 x 2 de entradas complejas

o [(a b
M= ( c d ) ’

si queremos buscar su matriz inversa podemos proponer la matriz

A1 € f
M= ( g h > :

la cual debe cumplir

Esta condicion implica

1 _ ([ ae+bg af+bh\ (10
MM _<ce+dg cf+dh ) 0 1)
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Resolver este problema implica encontrar los valores e, f, g, h que cumplen

ae +bg = 1, (4.1)
af +bh = 0, (4.2)
ce+dg = 0, (4.3)
cf +dh 1. (4.4)
De la ecuacion (4.3)) se obtiene
dg
= 4.5
: (15)
usando este resultado en la ecuacion (4.1)), encontramos
B c
9= T ad—be’
ademas ocupando este ltimo resultado en la expresion (4.5)), llegamos a
d
e= :
ad — bc
Mientras que, de la ecuacion (4.2)) se obtiene
bh
=—— 4.6
f=-2 (16)

sustituyendo este resultado en la ecuacion (4.4)) encontramos

a

b=
ad — be
y considerando este resultado en (4.6]), se obtiene
b
f== ad — be’
En resumen, tenemos los valores
d
e = ——
ad — bc’
b
fo= - ad — be’
B c
97 Tad—be
a
h = ——
ad — be’
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que implican la matriz

1 d —b
Mt = )
ad — be < —Cc  a >

Observe que esta matriz existe solo si

ad — be # 0, | (4.7)

a esta cantidad se le llama determinante. Note que el determinante es impor-
tante para conocer la inversa de una matriz de 2 x 2.

4.2. Tensor de Levi-Civita

Si bien el determinante fue obtenido para encontrar la inversa de
una matriz de 2 x 2, esta cantidad es interesante por si misma como objeto
matematico y tiene diversas aplicaciones. Antes de generalizar el determinante
para una matriz de n X n, expresaremos el determinante de una matriz de 2 x 2
de una manera mas sugerente. Consideremos la matriz

A A
A= )
< Ay Agy > '

entonces el determinante (4.7) tiene la forma

| det A = A1 Ay — ApAs;. | (4.8)
Ahora definamos la cantidad
| €, 4,j=1,2 (4.9)
que cumple las propiedades
€10 =1
€ij = — €ij




Observe que esta propiedades implican

€12 = — 1,

€11 —€g2 — 0.

Entonces, usando el objeto (4.9) el determinante (4.8]) se puede escribir como

det A = 6i1i2A1i1A2i2~ (410)

Ahora consideremos un conjunto de dos objetos,

{17 2}7

de este conjunto tenemos las permutaciones

0(12):<1 ;) 0(21):<; f)

Definiremos la paridad de una permutaciéon como

donde P es el numero de movimientos que se deben hacer para pasar de la
permutaciéon o a la permutacion identidad. Por lo que

P(o(12)) =1, P(o(21)) = —1.
Se puede ver que se cumple
P(c(12)) = €12, P(o(21)) = €9.

Asi, la cantidad €;; es un objeto totalmente antisimétrico que nos da la paridad
de la permutacion o(ij).

La version de €;; para n dimensiones nos ayuradara definir el determinante
para una matriz de n X n.

Ahora definamos la cantidad

€ijk> ij,k=1,2,3
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totalmente antisimétrica que satisface

‘ €123 = 1.

Debido a que €;j;, es una cantidad antisimétrica se tiene

€112 = —€nz = 0.
En general se tiene
€iij = —€uj = 0, €55 = —€i; =0, €5 = —€;;, =0, €; =0,

es decir, cada que vez que dos indices se repiten la cantidad €, es cero. Ademas,
usando de nuevo que ¢;j; es una cantidad antisimétrica, se encuentra

ci3 =1, ep=—-1, ez=1 eai=-1 ea2=1 ea1=-L
Ahora veamos el conjunto de tres objetos
{]'7 27 3}7

de este conjunto tenemos las siguientes permutaciones

0(123) — (} . 2) 0(132)_@ . g) 0(213)_@ ; g)
0(231) = (; . i’) 0(312)_@ ’ g) 0(321)_<§ . ?1’)

La paridad de estas permutaciones es

P(c(123) = 1, P(c(132)) = -1, P(o(213)) = —1,
P(e(231)) = 1, P(o(312) =1, P(c(321)) = —1,

note que se cumple

P(O’(123)) = €123, P(O’(132)) = €132, P(O’(213)) = €213,
P(o(231)) = €931, P(0(312)) = €312, P(0(321)) = €301.

Asi, la cantidad €;;; es un objeto totalmente antisimétrico que nos da la pari-
dad de la permutacion o(ijk).
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En general definiremos

€itig-in Ly, ] = 17 2, R

como el objeto totalmente antisimétrico que satisface

€123..n, = 1,

a este objeto se le llama tensor de Levi-Civita, simbolo de Levi-Civita o sim-
bolo de permutaciones.

4.3. Propiedades del tensor de Levi-Civita

Antes de definir el determinante, veremos algunas propiedades del tensor
de Levi-Civita.

4.3.1. Intercambio de dos indices

Primero probaremos que si intercambiamos dos indices cualquiera 2, y 4,
se requiere un nimero impar de permutaciones. En efecto, supongamos que
tenemos la permutacion

iy Gy e Ay Gy o dgl1 dgeee dp )

con ¢ — p = k. Entonces, si queremos pasar el indice ¢, del lugar p al lugar ¢
se deben hacer £ movimientos

(1 2 e p p+1 PN q_l q... fn)
i . . . 5

1 7/2 .o .. /Lq ’l/p ... ’l/q_2 Zq—l ... /l/n

ahora para pasar al indice p del lugar p + 1 al lugar ¢ debemos hacer k — 1
movimientos

11 1y - Zq Zp-‘rl cee Zq—l Zp cee I

Por lo tanto, para intercambiar dos indices debemos hacer 2k — 1 movimientos,
es decir debemos hacer una permutaciéon impar. Asi, debido a que el tensor
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de Levi-Civita es totalmente antisimétrico, al intercambiar dos de sus indices
tendremos un signo menos, esto es,

L ._(_1)%—1‘. L = e
€irigeripiqin — €irigeriqigin — —Cirigeiqrip-in>

de donde

— *Ejl7:2..,/,"(1,..7'1)..,/,"”’. (411)

€itig i ig in

4.3.2. Indices iguales

También podemos observar que si el tensor de Levi-Civita tiene dos indices
iguales, entonces es cero. En efecto, al cambiar los dos indices iguales debemos
hacer 2k — 1 permutaciones y en ese cambio el tensor de Levi-Civita tendra la
misma forma, pero ahora tendremos un ntimero negativo, es decir

€i1i2~~~ip~~~ip~~~in = _Eilz‘g»--ipmip---in =0.

por lo que

€i1i2~--ip---1'p~--in = 0.

4.3.3. Suma de permutaciones

Ahora recordemos que si tenemos un conjunto de n elementos, podemos
hacer n! permutaciones. Esto quiere decir que el tensor de Levi-Civita tiene n!
términos diferentes de cero. Ademas, debido a que se cumple que €123..,, = 1,
los términos diferentes de cero del tensor de Levi-Civita tiene el valor 1 o —1.
Por lo tanto, el cuadrado de cualquier componente diferente de cero del tensor
de Levi-Civita siempre es 1. Esta dltima afirmacion nos permite concluir que
la suma de los cuadrados de todos los términos diferentes de cero del tensor
de Levi-Civita es n!, esto es

e =l
€ivin-ip-rin Cirin-ipin = T




Tullio Levi-Civita (1873-1941) | fue un matematico italiano que realizé di-

versas contribuciones a las matematicas y fisica. Realizd sus estudios en la
Universidad de Padua y a partir de 1918 fue profesor de la Universidad de
Roma. Desarroll6 lo que hoy se conoce como célculo tensorial, que es la base
para la geometria diferencial. También realiz6 aportaciones en el problema de
los tres cuerpos de la mecanica celeste y en la hidrodinamica. Los trabajos de
Levi-Civita fueron fundamentales para el desarrollo de la Relatividad General
de Einstein. De hecho, Albert Einstein mantuvo una fructifera correspondencia
con él. Debido a sus origenes judios, fue despedido de su trabajo en 1938, lo
cual lo hizo caer depresion. No obstante, luché para que varios matematicos
italianos pudieran escapar de la Italia fascista de Mussolini.

4.4. Definicion general del determinante

Para el caso de una matriz de 2 x 2 el determinante estd definido en la
ecuacion (4.10]). Si tenemos una matriz de n x n

All Aln
A= ‘. : ) Aljeca i?jzla"'n7
Anl Ann

el determinante se define como

det A = EiliZ"'i,zAlilAQiz cee Am”’. (412)

Por ejemplo, para una matriz de 3 x 3

Al 1 A12 A13
A= A21 A22 A23 )
A31 ABQ ASS

tenemos

det A = €;,ipi5 A1iy Aoiy - - Asi, -
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Considerando las propiedades del tensor de Levi-Civita, encontramos

det A = €11, A11 A2, Ais, + €2ipi5 A12A2i, Aiz,, + €3i9i3 A13A2i, Ass,
= A11(€1¢2¢3A2i2 Ai3n) + A12(€2i2i3A21‘2 Ai3n) + A13(€31213A13A212 Ai3n>
= A11(€123A22A33 + 6132A23A32)
+A12(€213A21 A3z + €231 Az A1)
+A13(€312421 Az + €321 422 A31)
= A (AxnAss — A Aszg) — Arp(AnAsg — ApzAzi) + Arz(Ani Azy — AgpAzy).

esto es

det A = Ay1(AxpAsgs — AsgAsgs) — A1a( A1 Agz — AsgAsgy) + Aiz(AnAgy — AxpAsy).

4.5. Propiedades del determinante

Antes de continuar veremos algunas propiedades del determinante

4.5.1. Suma de dos renglones

Supongamos que tenemos la siguiente matriz de n X n con entradas com-
plejas

Ay e Ay,
A(p—l)l T A(p—l)n
A = At + Azt -+ Aipn +Agpn |
A(p+1)1 T A(p+1)n
Anl e Ann

note que de esta matriz se puede obtener las dos matrices

All T Aln All e Aln
Ap-n - Ap-n Ap-n - Ap-n
Al - Alpl te Alpn ) A2 = A2p1 te A2pn )
Ap+r - Apsn Ap+snr o A+
Anl e Ann Anl e Ann
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Probaremos que se cumple la igualdad

det A = det A; + det A,.

Para realizar esta prueba, observe que por definicién se cumple

det Ay = €igein Ariy Aoiy - 'A(pq)z‘p_lAlpz’pA(pH)ipH e Api,s
det Ay = € ipein Ariy Aoiy - 'A(p—l)ip_1 AQPiPA(p+1)ip+1 o Apin,

ademaés,

det A = €4y Ariy Ay - - 'A(p—1)i,,,1(141p¢p + A2pip)A(p+1)ip+1 e Api

- 6’i1i2~~"inA1i1A2i2 e A(pfl)ip_l(AlpipA(p+1)ip+1 e Anzn + AzpipA(p+l)ip+1 o

= Eilig--‘iﬂ,Alil A2i2 e A(p—l)ip_l AlpipA(p+1)ip+1 e Am'n +
+6i112---inA1i1A2i2 e A(p—l)ip,lA2pipA(p+1)ip+1 e Amn
= det Al + det AQ,

esto es,
det A = det A; + det A,,

que es lo que queriamos demostrar.

4 3
-(33);
podemos extraer las matrices

2 1 2 2
Al:(as 2)’ A22(5 2)'

Se puede observar que las suma del primer renglon de A; con el primer renglon
de As nos da el primer renglén de A. Asi mismo se cumple

Por ejemplo, de la matriz

detA = -7,
det Al = —1,
det A2 = —6,

por lo cual se satisface

det A = det A; + det As.

61

. Am'n)



4.5.2. Escalar por un renglén

Ahora, supongamos que Ay A’ son dos matrices de nxn donde los renglones
de la matriz A’ es son iguales a los de A, salvo el renglon p de A’ que es maltiplo
de renglon de p de A. Es decir, las matrices A y A’ tienen la forma

Ay e Ay,
A o A : :
: : Ap-n1 - Ap-1n
A= | Ay An |, A= My o My, |
: : Aprr - Apsn
Ay - A, : :
Anl .. Ann

por lo que las componentes de la matriz A’ se pueden definir como

En este caso se cumple

det A" = \det A.

Para probar esta afirmacion usaremos la definicion de determinante (4.12)), de
donde

!’ / / /

det A" = €iyi, Ay, Agiy - Api,
o / / ! ! / !
- €i1i2~-~ip_1ipip+1~~inA1i1A2i2 T A(p—l)ip_lApipA(p-‘rl)p T Anin

€irin-ip_1ipipp1-in Ali A2iy +* Ap—1)i, 1 Mai, Aps1)p ** Ani,

= )\eiliz---inAlilA%g """ Anin
= Mdet A,

ip—1

que es lo que queriamos demostrar.

Note que este ultimo resultado implica que si A tiene un renglén igual a
cero, entonces el determinante de A es cero.

Por ejemplo consideremos la matriz
, (6 3
v=(13)
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se puede observar que el primer reglon de esta matriz es multiplo de 3, esto es

, (3-2 3.1
A_(l 2).

Asi podemos construir la matriz
2 1
A_CJ.

detA" = 9,
det A = 3,

Ademaés se cumple

por lo cual se satisface

det A/ =9=3-detA=3-3.

4.5.3. Escalar por una matriz

Sea A un matriz de n X n y A un escalar, entonces se cumple

det(AA) = A" det A. (4.13)

Para probar este resultado definamos la matriz A = AA, observe que esta
definicion implica Aj; = AA;;. Por lo cual

det(AA) = det(A)

= €iigein ALy, A,
= €i1i2-~-in(/\A1i1)(/\A2i2) T ()\Amn)
= N'€iigin Aty A2y - Ani,

= A'det A,

A

Nip

esto es
det(AA) = A" det A,

por lo que el resultado (4.13)) es correcto.
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Por ejemplo consideremos la matriz
21 3
A= (12 9) ’
71
().
De donde podemos ver que se cumple

det A = det (21 3) = 153,

que se puede escribir como

12 9
71
det (4 3> =17,

71
4 3

por lo cual

detA—32det( ) =3%2.17=153.

4.5.4. Combinacién lineal en un regén

Ahora veremos que los dos resultados anteriores se pueden unir y generali-
zar.

Supongamos que tenemos la matriz

Ay - Ay
Ap-mn - Ap—1yn
A = /\lAlpl + /\2A2p1 + -+ AlAlpl tee )‘1A1pn =+ )\2A2pn + oo+ AlAlpn
A(p+1)1 T A(p+1)n
Ay - A,
es decir
Ay - Ay,
A(pfl)l T A(p—l)n
A = )\kAkpl )\kAkpn , ]{;:1727 7l'
A(P+1)1 T A(p+l)n
Anl e Ann
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Note que de esta matriz se pueden obtener las siguientes [ matrices

All Tt Aln
A(p—l)l T A(p—l)n
A = A -+ Aipn |,
A(p+1)1 T A(p+1)n
Anl e Ann
All Aln
A(p—l)l T A(p—l)n
A2 = A2p1 T A2pn )
Apinr - Agrn
Anl Ann
All Tt Aln
Ap-11 -+ Ap-1n
Al = Alpl e Alpn
A(p+1)l e A(p+1)n
Anl T Ann

Estas matrices satisfacen

det A = >\k det Ak

Para realizar esta prueba, primero observemos que

det Ay = €iyipein Aviy A2iy -+ Ap—1)ip— 1 Api, At 1)ipss

ademaés

det A = €i1ipein Ariy A2y * = Ap—1)ip—y (Mo Akpi, ) At 1)igss
= )\k€i1i2---inA1i1A2'ig T A(p—l)z'p,l AkpipA(p+l)ip+1 e

= )\k det Ak,

que es lo que queriamos demostrar.
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4.5.5. Renglones como vectores

Supongamos que tenemos la siguiente matriz de nxn de entradas complejas

A -0 A
A= . : ) AijeCa i?jzla"'na

Anl e Ann

con los renglones de esta matriz se pueden formar los siguientes n vectores

Rl - (Alb A127 e 7A1n>7
RQ <A217 A22a e 7A2n>7
R3 = (A317 A32a e 7A3n)7

Rn - (AnlaAn27"'7Ann)7

Ahora, supongamos que A’ es una matriz de n xn que se obtiene al intercambiar
dos renglones de A, entonces se cumple

det A" = —det A.

Note que en este caso las matrices tienen la forma

Ay - An Ay - Aup

A(p—l)l T A(p—l)n A(p—l)l e A(p—l)n

o Apn Ag - Agn

Ap+r o A+ Ap+r o Aprn

A= : L], A= : e

Ag-m1 - Ag-m Ag-n1 - Ag-nm

Ag - Agn Ay - Apn

A(q+1)1 T A(q+1)n A(q+1)1 T A(q+1)n

Anl e Ann Anl e Ann

es decir, las componentes de la matriz A’ se pueden definir como
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Por lo que, usando las propiedades del tensor de Levi-Civita (4.11]), se obtiene
det A/ = €iqig-- ,LnA/ Al s A;”n

1i1 44265 °
€iri-- Ip—1lplp4+1°lg—1lqlg+1-in

! ! / ! ! !
Al Ay Al )iy Apiy Al i Al 1)ig 1 Agig Algiiger A

6il1'2”'1'10711'17"1%1"'irrlitz'q+1 “in

A1i1A2i2 te A(pfl)ip 1qupA (p+1)ipy1 " A(qfl)iq 1A A (g+1)ig4r =7 Anin
(—)Gz‘lm..-z‘p,liqz‘pﬂ-'.z‘q Lipig1-in

A1i1A2i2 to A(p—l)ip 1Apqu (p+1)ipy1 =7 A(q—l)iq 1AqlpA (g+1)ig41 ~ " Anln
= —det A,

que es lo que querfamos demostrar.

Observe que este tultimo resultado implica que si A tiene dos renglones
iguales, entonces su determinante es cero.

Por ejemplo, consideremos la matriz

13
1= )

al intercambiar los dos renglones tenemos
2 4
[
)

detA = 4—6=—2,
det A = 6—-4=2,

Ademaés, se cumple

por lo cual

det A = —det A'.

También podemos ver que la matriz

315
A=[2 4 7],
315

tiene dos renglones iguales y se cumple

det M = 0.
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4.5.6. Renglones linealmente dependientes
Sea la matriz A de la forma

All Aln
A= ) AijeCa i?jzla"'na
Anl Ann

cuyos renglones son los n vectores
R’L - (Aila Ai?a Tt 7A7,n)

Mostraremos que si uno de estos vectores es linealmente dependiente, el deter-
minante de A es cero.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el renglén p es linealmente
dependiente, es decir,

Rp: Z )\ksz:< Z )\kAkla Z )\kAkQ,---, Z )\k;Akn>7

k=1,k#p k=1,k#p k=1,k#p k=1,k#p

note que, en este caso la matriz A tienen la forma

All e Aln

o A o A,
A(p+1)1 T A(p+1)n

Anl Tt Ann

es decir la matriz A se puede escribir como

All Aln
Ap-1n Ap-1)n
A = Apl Apn y
Aprin Ap+yn
Anl Ann

con
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Ap = Z AeApr = MAn + -+ A1 Ap-n1 + A Apent + -+ Andn,

k=1,k+#p

Ay = Z MeApe = MAp 4+ -+ 1 Ap_2 T 1 Apre + -+ AAne,
k=1,k#p

Apn = Z MeAgn = M Ay + -+ )‘p—lA(pfl)n + )‘p+1A(p+1)n + o+ A,
k=1,k#p

Observe que de la matriz (4.15)) se obtiene las siguientes n — 1 matrices

All ttt Aln All e Aln
Ap-1 - Ap-1n Ap-11 -+ Ap-1n
Al — All Aln 7A2: A21 A2n ) 9
Ap+n Ap+1yn A Apt)n
Anl Ann Anl Ann
All Aln All Aln
Ap-11 Ap-1)n Ap-11 Ap-1)n
Ap-1y = | Ap-1 - Ap-tn | Apy = | Aprr 0 Agpron |0
1 At Ap+in - Aptn
Anl Ann Anl Ann
All Aln
Ap-11 - Ap-1)n
Aprin - Ap+in
Anl Ann

También, note que todas estas matrices tienen dos renglones iguales y por lo
tanto su determinante es igual a cero. Ademas, usado el resultado (4.14)), se
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obtiene

det A = }: A det A, = 0.
k=1,k+#p

Por lo tanto, si un rengén de la matriz A es linealmente dependiente, entonces

|ddA_0. (4.16)

Asi, si una matriz A satisface

| det A #£ 0, (4.17)

ninguno de sus renglones es linealmente dependiente. En otras palabras si se
cumple (4.17)), entonces todos los renglones de la matriz A son linealmente
independientes.

Por ejemplo, consideremos la matriz

A:

Ut = =
L ]
W O W

Se puede observa que se cumple
(5,4,3) = =3(1,2,3) + 2(4,5,6),

por lo que el tercer rengléon es linealmente dependiente. De donde

det A = 0.
Ahora veamos la matriz
1 00
M=1]110
1 1 1

En este caso los vectores
(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1),
son linealmente independientes y se satisface

det M =1 # 0.
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4.6. Version alternativa del determinante

Ahora veremos una version alternativa del determinante que nos permitira
obtener resultados de una forma més directa y clara.

Para iniciar, consideremos la expresion
a = eilizig---inA2i1A1i2A3i3 cee Anin' (418)

Note que esta a no es el determinante, pues los términos Aj;, y Ay, estan
intercambiados. Al intercambiar estos términos, obtenemos

a = EiligigminAligA%l A3i3 . 'Am‘n,

Atn no tenemos el determinante, pues los indices del tensor de Levi-Civita
estan intercambiados. Entonces al intercambiar los dos primeros indices del
tensor de Levi-Civita se tiene

a4 = —€ipiyigein iy A2iy Asiz - Aniy,-
Adicionalmente, definiendo

-/ . -/ . ./ . .

iy =1y, ly =11, 1;=15 J>2,

se encuentra

a = _ei/li’z--iglAli’l A2i’2A3i’3 T Am';
= —det A,
esto es
det A= —a = —€;iyigein A2is Aris Asiy - -+ Aniyr
0 sea

det A = _€i1i2i3---inA2i1A1i2A3i3 cee Anzn (419)
Ademaés, considerando que se cumple

€213 = —€123..y = —1
la expresion (4.19) se puede escribir como

det A = €i1i2i3--~in6213~~-nA2i1A1i2A3i3 s Amn (420)
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El resultado (4.20) se consigui6 permutando dos indices del tensor de Levi-
Civita y cambiando de lugar dos términos del producto de los coeficientes A;;.

Ahora veremos que se puede obtener un resultado semejante con cualquier
permutacion. Para el caso general, consideremos la permutacion

(U(S a@? N U(nr)&), (4.21)

con paridad (—)”. Note que en ese caso se tiene
Eo(o@)-om = (—)F. (4.22)
Entonces, definamos la cantidad
b= €i1i2~--inAo(1)i1 AU(2)i2 e 'Acr(n)in (4-23)
y definamos los ntimeros
klak%'” 7kn
tales que, bajo la permutacion (4.21)), se satisface
olki)=1, o(ky)=2,---,0(k,) =n. (4.24)

Entonces, reordenando los términos del producto de los coeficientes A;; en la

expresion (4.23)), se tiene
b= €i1i2---inA1’ik1 A2ik2 cee Anan . (425)

Ahora debemos ordenar los indices del tensor de Levi-Civita. Para realizar esta
ordenacion, debemos pasar el indice k; a lugar 1, el indice ks a lugar 2, el indice
ks a lugar 3, etc. En otras palabras, en los indices del tensor de Levi-Civita

debemos hacer la permutacion (4.21). Se puede observar que al hacer dicha
permutacion se obtendra un factor de

(—1)".
Por lo cual, la expresion (4.25)) se puede escribir de la forma
b= (_1)P€ik1ik2~~iknAlik1 Az% o Ay, -

Ahora, definiendo

. . .
U= Uy by = kg 7" 5 Uy = Tky,
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tenemos

P
b = (-1) €4l ilyei! A1¢3A2¢’2 o 'Amgl

n

= (=) det A,
esto es
b= (—)"det A.
Este resultado implica la igualdad
det A = (—)Fb = (—)Pﬁilig--.i"Aa(l)il As2)is - Ag(n)in
de donde
det A = (—)Peiliz,...i"Ag(l)ilAg(g)iQ s Ag(nip-
Ademas, considerando la igualdad se encuentra

det A = (=) €iimin Aoyin Ao@is ** Asnyin
= 60(1)0(2)-~cr(n)€i1i2---inAcr(l)ilAO'(Q)ig T Ao(n)in

por lo cual
det A = 60(1)0(2)-~cr(n)€i1i2---inAcr(1)i1AU(2)i2 T Ao(n)in~ (4-26)

Ahora, por cada permutacion tenemos una expresion de la forma (4.26]), en-
tonces como existen n! permutaciones, se encuentra

€i1i2~--in€j1jg~~-jnAi1j1Aigjg cee Aiijn = n' det A

es decir,

1
det A = —€iig-vin €1 jogu Airi Aina - Aiigin- (4.27)

Esta version del determinante es muy util para realizar diversas demostracio-
nes.
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4.7. Determinante de la transpuesta de una ma-
triz

Supongamos que si A es una matriz de nxn, entonces se cumple la igualdad

det AT = det A. (4.28)

Para probar esta afirmacion, observe que usando la ecuacion (4.27), tenemos

1
det A" = EEilig---inEjljz---jn(A)T (A)T "‘(A)T

111 1272 injn
1
= y€iriginCirjaein i Az A
1
- E€j1j2“'jneiliz“'inAjlilAj2i2 e Aj”i"’
esto es,
T 1
det AT = 1€y jorju Cirigein Ajrin Ajuia =+ Aji-
Ahora, definiendo
./ .
L = Jks Je =
tenemos
1
T _
det A — ﬁ€j1j2~~~jnEi1i2"'i7LAj1ilAj2i2 e Ajnin
1
= €y Gy Av gy Aiggy o Ay,
= det A,
de donde
det AT = det A.

Asi, hemos probado el resultado (4.28)).

Particularmente, si A es antisimétrica, es decir, si cumple

AT = —A

Y
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se obtiene
det AT = det(—A) = (—)"det A = det A.
es decir
det A = (—)"det A.

Por lo que si n es impar y A es una matriz antisimétrica se encuentra

det A = 0.
4.7.1. Ejemplos
Consideremos la matriz
1 —1 2
A= 3 -1 4 1,
2 1 =2
en este caso el determinate es
det A = —6.

Ademés se puede observar que la transpuesta de A es

1 3 2
AT=| -1 -1 1],
2 4 =2
que tiene el determinante
det AT = —6.

Por lo que se cumple
det A = det AT = —6.

También se puede observar que la siguiente matriz de 3 x 3

0 3 -2
M= -3 0 4],
2 -4 0
es antisimétrica y se cumple
det M = 0.
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4.8. Determinante de un producto de matrices

Supongamos que A y B son matrices de n X n, probaremos que se cumple

det(AB) = det Adet B. (4.29)

Se puede observar que de la ecuacion (4.27) se tiene

1
det(AB) = —{ Ciiaein €1 (AB)iyjy (AB)iyjy -+ (AB)s, 5,

1
= g61‘12‘2--%EjljgmjnAnkl By, jy Aigky Brogo  + A B

1
= E (6i1i2'--inAilk1Ai2k2 T Alnkn) (€j1j2"'jan1lek2jQ T Bknjn) :

Antes de continuar analicemos la expresion
€ivigin Airky Aigky =+ Ak
observe que usando la definicion de matriz transpuesta, obtenemos

AT

_ T T
67:1'5'2“'7«'77‘14'&1]?1 A7;2k2 U Ainkn - 67:1@'2"'7:7114’617;1 kz’ig U Aknin' (430)
También recordemos que segin la ecuacion (4.12)), el determinante de la matriz
transpuesta se puede escribir como
AT

Nip "

det AT = 67;12‘2...7;7LAT AT

121429

(4.31)

Notemos que para pasar de la expresion (4.30) a la expresion (4.31)) debemos
colocar el indice 1 en lugar del indice kq, el indice 2 en lugar ko y asi sucesiva-

mente hasta colocar n en el lugar del indice k,. En otras palabras, para pasar
de la expresion (4.30)) a la expresion (4.31)) debemos realizar la permutacion

1 2 .. n
(L2 am
que supondremos que tiene paridad P. Por lo que las expresiones (4.30)) y
(4.31) difieren en un término de la forma (—1)F. Entonces

_ T T T
€ivigrin Airky Ainky Atk = Ciyigoin Ayiy Akgin * " Ak,

= (=) det AT
(—)F det A.
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esto es
€irigin Ak Aigky *+* Aipk, = (—)F det A, (4.33)
De la misma forma se cumple
€ivjajn Brnjs Brajs " Brojn = (—)F det B. (4.34)
Considerando los resultados y (4.34), si los indices ki, ko, - , k, estan

fijos, se encuentra
€i1i2---inAilk1Ai2k2 tee Ainknejljz"-janljlBk2j2 tee Bknjn = det Adet B.

Asi, debido a que existen n! permutaciones, si los indices k1, ko, - - - , k,, no estan
fijos y se suman, tenemos

(€ivigemin Airks Aiks ** Aikn) (€152050 Bhujn Braja -+ Broj) = nl det Adet B.
Usando este resultado en la ecuacion (4.30) llegamos a

1
det(AB) = ] (€irigin Airky Aigky *** Aikn) (€41j2dn Bhaji Bhajo *** Bha) -
1
= ﬁn! det Adet B = det Adet B.

es decir
det(AB) = det Adet B.
Por lo tanto la expresion (4.29) es correcta.

En especial si
AtA=1,
entonces
1 =det] =det (A"A) =det (A7) det (A).

Por lo tanto si det(A) # 0, entonces

B 1
det A

det (Afl)
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4.8.1. Ejemplos

Como un ejemplo consideremos las matrices

2 =3 2 —

2 4 =2
cuyo producto es
-1 -4 9
AB=| =5 1 4
-4 0 12
Ademaés, los determinantes son
det A = 10,
det B = 20,

det (AB) = 200,

por lo que se cumple

det(AB) = det(A) det(B).

Como otro ejemplo, consideremos la matriz

11
()
1/1 -1
,1__
M =3 ( 11 )'

En este caso se tienen los determinantes

cuya inversa es

det M = 2,
1
det M™! = =
e 5
por lo cual se cumple
1
det M~ = .
¢ det M
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En 1812, Augustin-Louis Cauchy introduce la versién moderna de determi-
nante. Sin embargo, en China el uso de determinantes para resolver sistemas
de ecuaciones lineales data de dos siglos antes de Cristo. En la idea de deter-
minante convergen diferentes areas de las mateméticas como la combinatoria,
el algebra y la geometria euclidiana. Por ejemplo, en 1773 Lagrange muestra
que los determinantes de 3 x 3 estan relacionados con el volumen de un para-
lelépipedo. De la misma forma, el determinante es importante para el calculo
de varias variables y la geometria diferencial.

Augustin-Louis Cauchy (1789—1857)' fue un matematico francés que reali-

z6 aportaciones fundamentales en areas como el anélisis matematico, variable
compleja, geometria y mecanica analitica. Public6 un poco menos de 800 ar-
ticulos y su nombre esté asociado a teoremas de diferentes areas de las mate-
maticas. Ademas, a Cauchy se le debe la fundamentacion rigurosa de diversos
conceptos matematicos, como los de limite y convergencia. Cauchy nacié un
mes antes de que iniciara la revolucion francesa. El padre de Cauchy fue funcio-
nario de la monarquia francesa, pero perdi6 su cargo cuando la monarquia fue
derrotada. El padre de Cauchy pudo acomodarse en el nuevo régimen republi-
cano francés y cultivd amistad con matematicos republicanos como Lagrange
y Laplace. En particular, Lagrange influy6 en la educaciéon de Cauchy hijo y lo
recomendo para sus estudios universitarios. Como estudiante, Cauchy destaca
en humanidades, pero se decide por las matematicas y la fisica. Al terminar sus
estudios universitarios trabaja como ingeniero en la naval de Napoleén, pero
su sueno era ser profesor de matematicas y realizar investigacion. Mientras tra-
bajaba como ingeniero, dedicé su tiempo libre a la investigaciéon matemaética y
logré algunos resultados importantes. Después de que Napoledn es derrotado y
se reinstala la monarquia en Francia, se reestructura la Academia de Ciencias
de Francia y varios acadamicos como Carnot son despedidos. Sin embargo, la
monarquia le ofrece Cauchy un puesto en la Academia de Ciencias y él acepta,
por lo que se le consider6 como un traidor por parte de sus colegas republi-
canos. Cuando la Monarquia es derrotada de nuevo, Cauchy tiene que huir
de Francia a Suiza y después a varios paises de Europa. Cuando se estabiliza
Francia, Cauchy pudo retomar su trabajo y terminé su vida como profesor de
matematicas. Cauchy es reconocido como uno de los mateméaticos mas impor-
tantes de Francia y su nombre se encuentra gravado en la Torre Eiffel.
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4.9. Operaciones con Python

Si queremos calcular el determinante de una matriz de la forma

1 78 9
-1 3 6 5
A= 2 10 =3
-1 2 1 8

podemos emplear el siguiente c6digo en Python

import numpy as np

> A = np.array([[1,7,8,9],[-1,3,6,5],[2,1,0,-3],[-1,2,1,8]
ip)

np.linalg.det (A)

Listing 4.1: Determinante de una matriz
el cual da el resultado

-4

4.10. Ejercicios

1.- Considere las matrices

1 —12 7
A= 3 —-11 4
2 1 =5
a) Obtener det A.
b) Obtener AT y det AT.
c¢) Obtener det(7A).
2.- Considere las matrices
11 -3 1 1 -3 6
A= 0o 2 51, B=12 4 3
3 1 —4 7 51

a) Obtener AB.
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b) Obtener det A y det B
c¢) Obtener det(B)det(A).

d) Obtener det(BA).
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Capitulo 5

Matriz adjunta e inversa de una
matriz

En este capitulo veremos la definicion de matriz adjunta. Esta definicion
es importante porque nos ayuda a obtener la matriz inversa de una matriz.

5.1. Definicién

Hemos mostrado que el determinante de una matriz A se puede escribir
€omo

1
det A = 567;]7;2..4,,;”@]‘7‘2...‘]‘“A,;IJ'I AIZJZ ce A,,‘”j”.

Observe que dado un ntimero fijo r tenemos

det A = %(erig“-inE’ij2~~-jnAT’iAi2j2 e Aln]n +
F€irrigein€rigsrjn Aivjs AriAisgs - -+ Aijn +
+ 4+ €i1i2'“inf17’€j1ij3“'jn—1iAi1j1Ai3j3 U AinljnlATi) ;
note que en esta expresion el indice r es fijo, mientras que el indice ¢ se suma.
Ademas, factorizando el término A,; llegamos a

1
det A = ﬁAm (67-1‘2...1'”Eij2...jnAZ'2j2 cee Ainjn +

+€i1”’3"~in€j1ij3-~~jn,Ai1j1 Aisjs T Ainjn +

+oeee Eili2---in—1T€j1ij3---jn—1iAi1j1Ai2j2 e Ain—ljn—1>7
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ahora pasado al inicio de cada tensor de Levi-Civita los indices r,7 obtenemos
n

detA = HAriekigminEijz...jnAinQ oo Aiin
= ﬁf‘lm’fkig---in€ij2---jnz4¢2j2 Ay
esto es
det A = ﬁflrﬁm?...inEih...jnAinQ o A (5.1)
A la matriz
(AdjA),; = (n_ll)!a»iz...{n €ijierjnAings  Ainin- (5.2)

le llamaremos matriz adjunta de la matriz A. Observe que en la matriz adjunta
Adj A estan todos los renglones de A excepto el renglon r.

También observe que usando la igualdad (5.1)) tenemos que
det A = A,(AdjA),; = Ay(AdjA)Y = (A(AdjA)T),.,

es decir

det A = (A(AdjA)T) (5.3)

rr

Como este resultado es valido para cualquier niimero r, entonces las compo-
nentes de la diagonal de la matriz A (AdjA)" son todas iguales al determinante
de A, det A.

Ahora veamos como son las componentes de la matriz A(AdjA)T fuera de
la diagonal. Consideremos r # s y que
(A(Ade)T) = An(AdGA), = A (AdjA) g, (5.4)

rs

note que en la definicion de las componentes de la matriz (AdjA)g, estan
todos los renglones de la matriz A excepto el renglon s. En particular, esta
el renglon r. Ahora, usando la definicion de la matriz adjunta en la expresion

(5.4), obtenemos
1

(A(Ade)T)rs = Arkmesizminekh“jnAinz"

1
N mES’L'QMinEka‘“‘jnArkAinQ s A’ln]n (55)

<A

injn
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Debido a que el reglon r ya estd considerado en la definicion de la matriz
adjunta (5.2]), la ecuacion (5.5)) representa al determinante de una matriz con
dos renglones que se repiten, entonces se debe cumplir que

(A(AGA)T) =0, r#s.
Por lo tanto,

(A(AdA)T), = det Ad,,,

es decir,
A(AdjA)T = (det A)I. (5.6)
de donde
det A

De este resultado se puede deducir que si

det A # 0,

entonces la inversa de la matriz A es

1 o
Ail = m(Ad]A)I .

Por lo tanto, una matriz A tiene inversa siempre y cuando sus renglones (y
por lo tanto sus columnas) sean linealmente independientes.

5.2. Matriz de 2 x 2

Como un ejemplo veamos la matriz de 2 x 2
A Ap

A= ,
( Ay Agy

podemos ver que en este caso la matriz adjunta (5.2)) es

(Adj)ab = G(L;E;)jA,;j, a, b, lﬂj = 1, 2. |
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De donde se obtiene

(Adj)n = 612'61]'141']' = €12€12 A9 = Ago,
(Adj)u = €1i€2inj = €12€21 491 = — Ay,
(Adj)zl = 62@'613'14@7' = eg1€12412 = Ao,
(Adj)aa = €9i€o5 Aij = €a1€01 A1 = Ay,

asi tenemos la matriz

| Ay —A.
Adj(A) = < Ay A > '

por lo que la matriz inversa es

: 1 1 A —A
Ailz AdAT: 22 12>.
dCt A ]( ) A11A22 — A12A21 < _A21 All

5.3. Matriz de 3 x 3

Como otro ejemplo veamos la matriz de 3 x 3

Ay A A
A= | An A A
Asp Asy Asg

Podemos ver que en este caso la matriz adjunta (5.2)) es

. 1 .
(A(]:7)tlb - 7€tl’i1i2€b.7'1j2Ai1,71Aizjm a,b=1,2,3,

2!
De donde se obtiene
(Adj)n = %Elilizeljlngilleizjz
= % ( 123€1j1j3142j1A3j3 + 613261j1j2A3j1A2j2)
= %eljljs (Agj, Asjy — Az, Az
= %6123 (A22A33 — AzpAns) + %6132 (AgzAszp — A33A22)
= (AgAzz — Az Ass)

A22 A23 ) A22 A23
© ( A32 A33 A32 A33
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esto es

(A = (A = ) e ( 2 42 ) | G2
De la misma forma, se encuentran
Ay = A = Aoy == (32 ) | G
(Adj)s = A21A32—A22A31:det<ﬁ§1 jzz ) :‘ ii ﬁzi ’
(A = Aoy = Ay ==t (2 40 ) | e
(A = Ao =dee (300 ) = | 40 4 |
(Ao = Ana = A = —deo 0 2 ) =] B e
i) = Az~ A —aer (24 ) =] G2 e ],
(Adj)sr = A13A21—A11A23:—det<ﬁz ﬁiz):_ ﬁ; j;z
(Adj)ss = A11A22—A12A21:det(ﬁ; j;z ) :‘ ﬁi ﬁ;z
Por lo tanto,
L] A As | | An Asy || A A
Asy  Asg Ag; Ass Ag1 Asy
AGA) = | =42
LAz A | An Ag | [ Au Ap
Aoy Ags Ayl Ags Ay Ago
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Asi,

R U
oA 4(A)
A Awm | [ An An || An An |\
A&Z A33 A:Sl A33 Adl A32
_ 1 - A A + A A - A Ag
dCt A ABQ A33 A‘%l A33 ASI A%Q
+ A12 A13 o All A13 + All A12
AZZ A23 AZI A23 AZI A22
+ A?Q AZS o AIQ AB + A12 AIS
Asz Aid A32 Add AQZ A25
1 o Ao Ags + An Ass - An Aus
a dCt A A31 ASS ASI A 33 A21 A23
+ AZl A22 o All AlQ + All Al?
ABI A32 A31 A32 AZI A22

De forma andloga, se puede obtener la matriz inversa de matrices de otras
dimensiones.

5.4. Operaciones con Python

Si queremos obtener la inversa de la matriz

1 0 6 9
-1 3 6 4
A= 3 -1 6 3
1 5 6 -1

podemos emplear el siguiente codigo en Python

1 import numpy as np

> A = np.array([[1,0,6,9], [-1,3,6,4],[3,-1,6,3]1,[1,5,6,-1]
D

+ np.linalg.inv (A)

Listing 5.1: Inversa de una matriz

el cual da el resultado
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array([[0.31428571,-0.57142857,-0.07142857,0.32857143],
[0.25714286,-0.28571429,-0.28571429,0.31428571],
[-0.22857143,0.30952381,0.22619048,-0.14047619],
[0.22857143,-0.14285714,-0.14285714,0.05714286]1)

5.5. Ejercicios

1.- Considere la matriz

1 2 5
A=|4 5 6
7 8 9

a) Obtener la matriz adjunta de A.

b) Obtener la matriz inversa de A.
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Capitulo 6

Sistema de ecuaciones lineales de
n X n, método de Cramer

En este capitulo estudiaremos el llamado método de Cramer para obtener
la soluciéon de un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas.

6.1. Caso general
Supongamos que tenemos n incognitas
L1, L2, , T

que satisfacen n ecuaciones lineales

Apwy + Apwg + - - + Ay, =k, (6.1)

Agl,’l,'l + AQQZI/'Q + -+ Agnll}n :l{,’Q, (62)

A,Lllr’l + AnQIZ + -4 Ann/l"n, :kn: (63)

donde A;;, ki(i,j7 =1,--- ,n) son constantes dadas. Observe que definiendo la

matriz y los vectores

A A o Ag Iy k1
T DUl I o B
Anl An,Q T Ann T, kn
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el sistema de ecuaciones (6.1)-(6.3) se puede escribir como

| AX = K. |

Note que cuando det A # 0, la matriz A es invertible y se cumple

X =A'K. (6.4)

Si la matriz A no es invertible se debe a que no todos sus renglones son
linealmente independientes, esto nos indica que no todas las ecuaciones son li-
nealmente independientes. Cuando esto ocurre habra méas incégnitas que ecua-
ciones y tendremos un nimero infinito de soluciones. Pero si la matriz A es
invertible, la solucion es unica y estd dada por la ecuacion (6.4)).

Como podemos observar, que utilizando las herramientas que desarrolla-
mos en el capitulo anterior es posible resolver un sistema de n ecuaciones con
n incognitas.

6.2. Caso 2 x 2

Supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Anzy + Az = ki,
Anzy + Aoy = ko,

Por lo que, con la matriz y los vectores
A — A Ap : X — T : K — k1 :
Az Agy L2 ko
este sistema de ecuaciones se puede escribir como
AX =K.

Si det A # 0, la matriz A es invertible y se cumple

X =A"K.
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En este caso la matriz inversa es

1 A
A1 — 22
( —Ag

B A11A22 - A12A21

Asi tenemos la solucion

() e
o) A1 Agy — Arp A —An

de donde se obtienen los valores

_A12
All

A22k1 - A12k2

r1 =

A1 Agy — AjpAgy’
— Ao k1 + Ap1ks

Ty =

6.3. Caso 3 x 3

A11A22 - A12A21 .

_A12 )
All ’

) (i

Supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Anzy + Ajprg + Ajzxs
Ag11 + Agoe + Agzxs
Ag171 + Asowo + Aszxs

Por lo que, usando la matriz y los vectores

A A A T
A= A21 A22 A23 ) X = X2
Asp Aszy Asg T3

este sistema de ecuaciones se puede escribir como

AX = K.

Si det A # 0, la matriz A es invertible y se cumple

X =A"K.

esta ecuacién tiene la forma concreta

I Agp Agz | | A

- Azy Aszs Az
v | = 1 | Aar A n An
s det A Az Asg Az
) I Aoy Az | | An
Az Az Az
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ABS
Aus
A33
A12

ki
ks

Y

)

ks.

K =
Al
_|_
Ag
- An
Aoy
A
+
Agy

Ais
Ao
A
AZS
A12
A22




es decir

= L1 Ay Agg by A Ass b 4
o det A \| As2 Asz | Agp Ay |77

1 Agl A23 All A13
Tog = —— | — k ko —
" det A < ‘ Agp Agg | - Ay Agg |77

1 Agl AQQ All AIQ
r3 = —b ki — k
& det A <‘ Agp Ag | ’ Ay Agp |77 N ‘

A A
Aoy Aos

k‘3> )

A Ass . >

A9y Ags s )0
A A I >
Aoy Ay s

A este método de solucion de sistemas ecuaciones lineales se le llama método

de Cramer.

”
2@

Gabriel Cramer (1704-1752) | fue un matematico suizo que trabajé en mecéni-

ca celeste, curvas algebraicas y sistemas de ecuaciones. En particular, demostré
que los sistemas de ecuaciones lineales se pueden resolver mediante determi-
nantes. Fue un matematico precoz que se doctor6 a los 18 anos y a los 20 anos
fue profesor de la Universidad de Ginebra. Muri6 debido a las complicaciones

de una caida de un carruaje.

6.4. Ejemplo concreto

Ahora consideremos el sistema de ecuaciones

r+2z = 1,
r+3y+2z = 4,
y+2z = 3.

En este caso tenemos la matriz asociada y los vectores

1 0 2 x
A=11 3 2 |, X=1vy ], K =
0 3 2 z
Podemos ver que
det A =6,



por lo que la matriz A tiene inversa y el sistema de ecuaciones tiene solucién.
Ademaés,

_ (32 o2, |02,

= 5\3 2 33 3 9 )
1 1 2 1 2 1 2

v =5 (o2l ]o 210 5 ]8):
1/]1 3 10 10

(R DT

por lo cual la solucion al sistema de ecuaciones lineales (6.5)-(6.7) es

El método de Cramer es sisteméatico y nos indica cuando el sistema de ecua-
ciones tiene solucion. Sin embargo, en algunos casos puede ser muy laborioso.
En el proximo capitulo veremos un método de soluciéon diferente al de Cramer.

6.5. Ejercicios
1.- Usando el método de Cramer, resolver el sistema de ecuaciones lineales

r+2y+3z = 9,
dr 4+ 5y + 62z = —5,
Tt+8y—z = 3.

2.- Usando el método de Cramer, resolver el sistema de ecuaciones lineales

8r+y—3z = —1,
rT+3y+2z = 2,
6z +y+5z = —T.
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Capitulo 7

Sistema de ecuaciones lineales de
n X n, método de GGauss-Jordan

En este capitulo veremos el método de Gauss-Jordan para resolver sistemas
de ecuaciones lineales con n ecuaciones y n variables.

Mostraremos este método mediante ejemplos y después daremos una des-
cripcion del algoritmo general.

7.1. Ecuacion de una variable

Una ecuacidn lineal de una variable tiene la forma

ar +b=0, (7.1)

donde se supone que a y b son constantes conocidas, con a # 0. En este pro-
blema debemos determinar el valor de = para que se cumpla la ecuacion (7.1)).

Sumando de ambos lados de la ecuacion ([7.1)) el inverso aditivo de b, se
obtiene

ar +b+ (=b) =0+ (-b),
es decir
ar = —b. (7.2)

Ademaés, multiplicando en ambos lados de la ecuacion (7.2) por el inverso
multiplicativo de a, se obtiene

atar = —a™'b,
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es decir

Esta es la solucion de la ecuacion ([7.1]).

7.2. Sistemas ecuaciones lineales de 2 x 2

Ahora veamos el caso de 2 x 2.

Un sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2 tiene la forma

ar + by =c, (7.3)
dz + ey =f, (7.4)

donde se supone que a, b, c,d, e, f son constantes conocidas.

En este caso, podemos ocupar que sabemos resolver una ecuacion lineal de
una incognita. En efecto, multipliquemos por d a la ecuacion (7.3) y por a a
la ecuacion (7.4)), asi obtenemos

dax + dby = dc,
adr +aey = af,

al restar estas dos tltimas ecuaciones, llegamos a
dax — adz + (db — ae)y = dc — af,
es decir,
(db—ae)y = dc—af.
Asi, tenemos el sistema de ecuaciones

ar+by = ¢ (7.5)
(db—ae)y = dc—af. (7.6)
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Observe que la ecuacion (7.6) es una ecuacion lineal de una incongnita, de
hecho tenemos

ar +by = ¢,
dc—af af —dc
Y db—ae ae—db’
esto es
ar +by = ¢, (7.7)
af —dc

: 7.8
Y ae — db (7.8)

Ahora al multiplicar por b a la ecuacion (7.8]) y restar el resultado a la ecuacion
(7.7) obtenemos el sistema

af —dc
by—by = c—0b
ax + oy Y c we—db’
_af—dec
O —T
que se puede escribir de la forma
R ace—fb
T
_af—dec
Y7 we—db

Por lo tanto, la solucién al sistema de ecuaciones que estamos estudiando es

ce—bf
T = — 7.9
! ae — db’ (7.9)
af —dc
d ae — db ( )

7.2.1. Ejemplo

Consideremos el sistemas de ecuaciones

20+ 3y = 6,
dr —by = 2.

96



Entonces, multiplicando por 2 a la primera ecuacion y restandola a la segunda
ecuacion, llegamos a

20+ 3y = 6,
—11y = -10.
Ahora, en este nuevo sistema, multiplicando por —1—11 a la segunda ecuaciéon
tenemos
20+ 3y = 6,
10
(TR

Ademas, de este ultimo sistema multiplicando por —3 a la segunda ecuaciéon y
suméandola a la primera ecuacién tenemos

36

20 = —
TR
10

y — 11’

que implica la solucién

18

r = —,
11
10
AT

7.3. Sistemas ecuaciones lineales de 3 x 3

Ahora veremos el caso de un sistema de ecuaciones de 3 x 3 Un sistema de
ecuaciones lineales de 3 x 3 tiene la forma

a1 + aoy + a3z =ay, (7.11)
bix + boy + bz =by, (7.12)
1T + Gy + 32 =cy. (7.13)

Para resolver este problema ocuparemos el mismo método desarrollado para
resolver el sistema de 2 x 2.
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Primero multiplicamos a la ecuacion (7.13) por by y a la ecuacion ((7.12) por
c1, posteriormente restamos el resultado de estas dos operaciones y colocamos

el resultado en el lugar de la tercera ecuacion. Por lo que se obtienen el sistema

a1 + Ay + a3z = Qy,
blfL' + bgy + ng = b4,
(Clbl — blcl)x + (C2b1 — Clbg)y + (C3b1 - Clbg)Z = (C4b1 — C1b4),

esto es
amx + ay + azz = ay, (7.14)
bllL’ + be + ng = b4, (715)
(c2by — c1ba)y + (c3by — c1b3)z = (caby — c1by). (7.16)

Ahora, multiplicamos por a; a la ecuacion (7.15)) y por b; a la ecuacion (7.14]),
posteriomente restamos el resultado de estas dos operaciones y colocamos el
resultado en el lugar de la segunda ecuaciéon. Asi se obtienen el sistema

AT + agy + azz = ay,
(bra; — a1by)x + (beay — byaz)y + (bsa; — biaz)z = (bsa; — bray),
(Cgbl — Clbg)y + (C3b1 — C1b3>2 = (C4b1 — C1b4>,

de donde
amx + ay + azz = ay, (7.17)
(bgCLl — blCLQ)y + (b3a1 — bldg)z = (b4a1 — bla4), (718)
(Cle — Clbz)y + (Cgbl - Clbg)Z = (C4b1 — Clb4). (719)

Note, que definiendo las constantes

[72 = (bzch - b1(12), 53 = (b3a1 - 51(13), 134 = (b4a1 - b1a4);

62 = (Cgbl — Clbg), 63 = (Cgbl — Clbg), 64 = (C4bl — Clb4),
el sistema ((7.17)-(7.19) se puede escribir como
ar + agy + azz = ay, (7.20)
byy + bsz = by, (7.21)

Observe que en las ecuaciones (7.21))-(7.22)) no aparece la incognita x, por lo

que estas dos ecuaciones forman un sistema de ecuaciones lineales de 2 x 2.
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Asi, usando el método desarrollado anteriormente, llegamos a

mx + ay + azz = ag, (7.23)
TR
y = By= G W4 (7.24)
bgég — 62[)3
baly — Cab
o= Oy = 2T (7.25)
b203 - Cng

Adicionalmente, multiplicando la ecuacion (7.24]) por —as y sumando el resul-
tado a la ecuacion (7.23)), se obtiene el sistema

mx +asz = a4 — Byas, (7.26)
y - B (7.27)

Ademaés, multiplicando la ecuacion (7.28) por —a3 y sumando el resultado a la
ecuacion (7.26]), se obtiene el sistema

a1r = Qa4 — B4CL2 — C46L3,
Yy = B47
z = 04.

Por lo que finalmente se encuentra la solucion

as — Byay — Cyasz
T :Ad, A,1 — s
ay
Y :Bﬁu
z 204.

7.4. Ejemplos

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

3r —5y+62z = 9, (7.29)
br—y+2z = 2 (7.30)
r—2y+z = -1 (7.31)
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Para resolver este sistema ecuaciones primero pasamos la tercera ecuacion al
inicio y obtenemos

r—=2y+z = —1,
3x — by + 62 9,
Sr—y+2z = 2.

Ahora, de este sistema multiplicamos por —3 a la primera ecuacién y la suma-
mos a la segunda ecuacion, el resultado lo ponemos en la segunda ecuacion.
Ademas multiplicamos por —5 a la primera ecuacion y la sumamos a la tercera
ecuacion, el resultado lo ponemos en la tercera ecuacion. Asi, obtenemos

r—=2y+z = —1,
y+3z = 12,
9y -3z = T.

Para continuar, de este nuevos sistema multiplicamos por —9 a la segunda
ecuacion y la sumamos a la primera ecuacion, el resultado de este procedi-
miento lo ponemos en la tercera ecuacion. Entonces llegamos al sistema

r—2y+z = —1,
y+3z = 12,
—-30z = —-101
que implica
r—2y+z = —1,
y+3z = 12,
101
307

Adicionalmente, de este nuevo sistema multiplicamos por —3 a la tercera ecua-
cion y la sumamos a la segunda ecuacion, el resultado de este procedimiento
lo ponemos en la segunda ecuaciéon y llegamos a

r—2y+z = —1,
19

Yy = 10’

101

z = 30
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Ademés, en el ultimo sistema que hemos obtenido, restando la tercera ecuacion
a la primera y colocando el resultado de este procedimiento en la primera
ecuacion obtenemos

131
-9 _ -
T ) 30
19
y - 107
101
z = —.
30

Finamente, multiplicando la segunda ecuacién por —2 y suméandola a la pri-
mera ecuacion llegamos a

17
r = ——,
30
19
y - 107
101
2 = S
30

que es la solucion del sistema de ecuaciones ([7.29)-(7.31]).

7.5. Método de Gauss-Jordan

El método que hemos usado para resolver sistemas de ecuaciones lineales
se basa en los siguientes pasos:

1.- Podemos cambiar de lugar las ecuaciones o variables. Note que al hacer
esto no cambia en nada al sistema.

2.- Multiplicar por un escalar a una ecuaciéon y colocar el resultado en el
lugar de dicha ecuacion.

3.- Realizar combinaciones lineales de ecuaciones y colocar el resultado en
el lugar de una de las ecuacione involucradas en la combinacion lineal.

Todas estas operaciones se realizan con el objetivo de dejar una sola varia-
ble en cada renglon.
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Wilhelm Jordan (1842-1899) | fue un ingeniero aleman. Realiz6 sus estudios

en el Instituto Politécnico de S-tuttgart. Sus libros de Geodesia son considerados
clasicos en su area. Especialmente su libro Handbuch der Vermessungskunde
ha sido usado como texto en diferentes partes del mundo, atin después de mas
de un siglo de haber sido escrito. En dicha obra, Jordan introduce lo que hoy
se conoce como método de Gauss-Jordan para resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales. Ademés de la ingenierfa, tenfa pasion por los viajes y un espiritu
aventurero que lo llevo a realizar expediciones a Africa. Termino su vida como
profesor en la Universidad Técnica de Hannover.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) I fue un matematico aleman que contribuyé

enormemente en diversas areas como la teorfa de ntimeros, geometria diferen-
cial, probabilidad, andlisis matemaético, electrostatica, etc. Sus padres fueron
campesinos alemanes que no sabian leer ni escribir, pero gracias a su trabajo
y talento hoy se le conoce como el Principe de las Matematicas. No sembro6 en
campos de cultivos como sus padres, pero sembr6 resultados importantes en
las matematicas. Por ejemplo, la llamada distribucién gaussiana se usa para
modelar fendmenos naturales, sociales, econémicos, financieros, etc.; la llama-
da ley de Gauss se usa para describir fenémenos eléctricos y gravitacionales;
el teorema de Gauss del calculo de varias variables es una generalizacion del
teorema fundamental del calculo; la curvatura gaussiana fue el primer paso
para lo que hoy se conoce como geometria diferencial, que permitié la cons-
truccion de la Relatividad General de Einstein; su ley de minimos cuadrados
también tiene diversas aplicaciones en diferentes disciplinas. Cuando apenas
era un nino, un profesor rural le ayudé a mejorar su aleméan y descubrié su
enorme talento para las matemaéticas. Dicho profesor lo recomend6 para que
pudiera continuar sus estudios, posteriormente conoci6 al mateméatico Martin
Barteles con quien estudi6 los trabajos clasicos de Newton, Euler y Lagrange.
Realiz6 sus estudios doctorales en la universidad de Gotingen en donde fue
profesor. Gauss murié de un ataque al corazon.
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Cabe hacer notar que el método de Gauss-Jordan se le atribuye a Carl
Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan. Sin embargo, este método se puede ver en
los libros del matematico chino Jiuzhang Suanshu, los cuales se escribieron 150
anos antes de Cristo.

7.6. Ejercicios con Python
Si tenemos el sistema de ecuaciones

rT—2y+624+9%9w =
—r+3y+6z+4dw =
3r—y+6z+3w =

r+dy+6z—w =

= W

donde la matriz

w
|
—
S OOy O
W =~ ©

es invertible, entonces para resolver el sistema de ecuaciones se puede ocupar
el siguiente cédigo de Python

import numpy as np
2> a= np.array([[1,-2,6,9], [-1,3,6,4]1,[3,-1,6,3],[1,5,6,-1]
3 D
b=np.array ([5,7,3,1])
5 c=np.linalg.inv(a)
¢ np.dot (c,b)

Listing 7.1: Sistema de ecuaciones lineales
que arroja el resultado

array([-3.94117647,-2.58823529,2.74509804,-1.41176471])
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7.7. Ejercicios

1.- Usando el método de Gauss-Jordan, resolver el sistema de ecuaciones
lineales

—r4+y+4z = 8§,
r+by+2z = —bh,
3x+y—>5z = —T.

Comparar sus resultado con el obtenido con Python.

2.- Usando el método de Gauss-Jordan, resolver el sistema de ecuaciones
lineales

dr —4dy+2 = b,
20 +y+z
3r+2y+9z = 9.

Il
|
N

Comparar sus resultado con el obtenido con Python.
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Capitulo 8

Método de Gauss-Jordan usando
matrices

En este capitulo veremos el método de Gauss-Jornan usando matrices.

81. Caso 2 x?2

En el método de Gauss-Jornan para resolver sistemas de ecuaciones lineales
las incoégnitas no juegan un papel relevante, por lo que es posible olvidarlas
mientras se resuelve el sistema. Para mostrar este hecho, recordemos un sistema
de ecuaciones de 2 x 2 tiene la forma

ar + by =c,
de +ey =f,
y su solucién es
ce —bf
r = —,
ae — db
_af —dc
T

Ahora, este sistema de ecuaciones se puede escribir de la forma

()()=(5) o)
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Ademés, usando esta notaciéon su solucion se puede escribir como

1 0 ) < T ) ( “:% >
)= asd ). (8.2)
< 0 1 Yy ae—db

Desde el punto matricial, para obtener la solucién un sistema de ecuaciones de
2 x 2 debemos pasar de la matriz

a la matriz identidad

(07)

Ahora, note que para tener todas las constantes importantes del sistema de
ecuaciones en una matriz podemos proponer la llamada Matriz extendida

(5 05). (5.3

que es una representacion del sistema de ecuaciones (8.1)). Con esta represen-
tacion la solucion del sistema de ecuaciones (8.2)) se puede escribir como

1 0 ce—bf
(o | H i e > (8.4)

ae—db

Por lo tanto, resolver el sistema de ecuaciones (§8.1)) equivale a pasar de la ma-
triz extendida (8.3) a la matriz extendida (8.4) usando los pasos permitidos
del método del Gauss-Jordan.

En este caso el Método de Gauss-Jordan consiste en:
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1.- Intercambiar renglones o columnas.

2.- Multiplicar por un escalar a un renglon y colocar el resultado en el lugar
de dicho renglon.

3.- Realizar combinaciones lineales de renglones y colocar el resultado en
el lugar de uno de los renglones involucrados en la combinaciéon lineal.

Todas estas operaciones se realizan con el objetivo de dejar una matriz
diagonal de lado izquierdo de la matriz extendida.

8.2. Ejemplos

8.2.1. Sistema 2 x 2

Consideremos el siguiente sistema

2 —y = 6, (8.5)
3x+5y = T. (8.6)

En este caso, la matriz extendida es

2 -11|6

3 5|7 )
Observe que en este caso tenemos los renglones

Ry = (3 5 [|7),

Ahora, en el segundo regén de esta matriz colocaremos la operaciéon

—3R1 + 2Ry,

(5wl 4)

107

por lo que obtenemos



Ademaés, de esta tltima matriz extendida, al multiplicar por el segundo rengén
por 15 se encuentra la matriz

(bl -E)
0 1 —% '

Adicionalmente, colocando en el primer rengléon la suma de los dos renglones
de esta ultima matriz extendida se llega a

2 0] &
(501

Finalmente, multiplicando por % al primer renglon de la nueva matriz extendida

se encuentra
37
(o3l 3).
01 13

Asi, la solucién del sistema de ecuaciones (8.5)-(8.6) es

37
r = —,
13
o
vy = 13

8.2.2. Sistema 3 x 3

Consideremos el sistema de ecuaciones

20+4z = 2 (8.7)
2 +4y+2z = 3, (8.8)
3r+3y+z = 1 (8.9)

En este caso, tenemos la matriz extendida

0 2 4|2
2 4 2113 ],
3 3 1)1

Al intercambiar el primer renglon por el segundo renglon encontramos la matriz
extendida

2 4 2|3
02 4|[2],
33 1|1
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ademés, multiplicando por % al primer rengléon de esta matriz, se llega a

= =l

1 21
01 2
3 3 1

Por lo que multiplicando por —3 al primer renglén y sumando el resultado al
tercer renglon de esta nueva matriz extendida se encuentra

1 2 1 3
0 1 2 1
0 -3 -2 || -1

Ahora, multiplicando por 3 al segundo renglén y sumando el resultado al tercer
renglon de esta tltima matriz extendida se obtiene

1 21
01 2
0 0 4

NI = Nlw

asi multiplicando por i al tercer renglon de esta nueva matriz extendida tene-
mos

121 3
01 2 1
00 1] —%
Ademaés, si en la ultima matriz extendida multiplicamos por —2 al tercer ren-
glon y sumamos el resultado al segundo renglén se llega a

121 3
010 2
00 1] —3

Para continuar con el procedimiento, al primer renglén de la nueva matriz
extendida le restamos su tercer renglon y se obtiene

1 20| 2
010 2
00 1] —3

Finalmente, si en la ultima matriz extendida multiplicamos por —2 al segundo
renglon y sumamos el resultado al primer renglon llegamos a

1 00
0
1

00| 4 |00 |

01
00
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Asi, la solucion al sistema de ecuaciones (8.7)-(8.9) es

e = 1
= 8’
0

y - 47

1

Z = —=.

8

8.3. Notacion de matriz similar

Cuando una matriz se obtiene de otra mediante un paso del método de
Gauss-Jordan se dice que son similares mediante Gauss-Jordan y se escribe

~ .
Por ejemplo, supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones

2r4+y+2z = 2,
r+ 4y + 2z 1,
or+y+3z = 0.

En este caso tenemos la matriz extendida
2 11 2
1 4 2 1],
5 1 3 0

por lo que usando el método de Gauss-Jordan se tiene

2 1 11]]2 14 21]1 S
1421~2112~0—7—3
51 3 51 3]0 0 —19 -7
14 2|1 14 21 1 4

~ (o1 2|10 (01 1o ~fo01
01 5|3 00 51|13 00
1 4 2 1 140 ® 100

~ [0 10 1 010 2 1~l010
00 1| -2 00 1|2 001
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Por lo que la solucion al sistema de ecuaciones (8.10)-(8.12) es

18
r = —
8
15
y_87
35
Z = —.
8

8.4. Ejercicios

1.- Usando el método desarrollado en este capitulo, resolver el sistema de
ecuaciones lineales

r+2y+32 = =2,
2r+y+2 = -1,
—2rx4+y—2z = 8.

2.- Usando el método desarrollado en este capitulo, resolver el sistema de
ecuaciones lineales

3r+2y—224+ 10w = 1,

3r+y+z4+2w = =3,
—2r4+2y+3z+4w = =2,
r+y+52+2w = —3.
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Capitulo 9

Método de Gauss-Jordan y la
inversa de una matriz

En este capitulo veremos que usando el método de Gauss-Jordan es posible
obtener la matriz inversa de una matriz.

9.1. Caso 2 x 2

Sabemos que cualquier sistema de ecuaciones de 2 x 2 se puede escribir de
la forma

ax + by =c,
de + ey =f,
se puede escribir de la forma

con

. [a b [z [ c
() G) ()

Por lo tanto, usando la matriz inversa de la matriz M, de la ecuacion (9.1)) se
obtiene

X - i\]ilXU.
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Asi, si existe la matriz inversa de M, es posible resolver un sistema de 2 ecua-
ciones lineales con 2 incégnitas. Claramente este resultado se puede generalizar
a un sistema de n ecuaciones con n variables indeterminadas. Por lo que pode-
mos afirmar que al resolver un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
con el método de Gauss-Jordan, de forma indirecta estamos obteniendo la in-

versa de una matriz.

De hecho, con el método de Gauss-Jordan es posible obtener la inversa de
una matriz. Por simplicidad, solo probaremos el caso de 2 x 2.

Supongamos que tenemos la matriz de 2 x 2

M = < ? 2 > ’ (9.2)

a esta matriz le asociaremos la matriz extendida

a b 10
c d 0 1

de donde

b
1 0 1 —
~ + da b( da—bc ~
¢ a a
da—bc  da—bc da b(‘ da—bc

da ___ab )
da—bc da—bc ~ d(l b( da—bc
< a () 1 c a )
> "~ da—bc da—bc

da—bc da—bc

1 0 a b 1 0
01 0 da— bc 1

esto es

d )
da—bc da—bc )
c a :

" da—bc da—bc
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Note que del lado derecho de esta Gltima matriz extendida se obtiene la matriz

1 d —=b
= At
da — be ( —Cc a ) :

que es la matriz inversa de A definida en (9.2).

Por lo tanto, usando el método de Gauss-Jordan es posible obtener la in-
versa de una matriz de 2 X 2. Lo mismo ocurre con matrices de n X n. No
probaremos esta tltima afirmacion, pero veremos algunos ejemplos.

9.2. Ejemplo de 3 x 3

Counsideremos la matriz

En este caso tenemos la matriz aumentada

105|100
21611010,
34 0(/0 01

ademaés usando el método de Gauss-Jordan tenemos

105|100 10 5 1 00
2 16 010 ~ 01 -4 -2 10
34 0[[0 01 0 4 —-15|| -3 0 1
1 0 5 1 0 1 05 1 00
~1 01 -4 —2 10 ~ 010 18 —15 4
00 1 5 —4 1 0 01 5 4 1
1 0 0] —-24 20 -5
~1 010 18 —15 4
0 01 5 —4 1
Observe que la matriz
—24 20 -5
18 —15 4
5 —4 1

es la inversa de la matriz M definida en (9.3).
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9.3. Ejemplo de 4 x 4

Counsideremos la matriz

(9.4)

U — W
S O N O
N O O N

para la cual tenemos la matriz aumentada

G — W
co o
N OO D
[
W N
co o~
oo~ o
o~ oo
N e =)
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Asi, usando el método de Gauss-Jordan tenemos

1 000
0100
0 1
0 0

30 2 -1
1 20 -2
-3
0

|

—30

~
e N O O W0
S OO —H

—
O 1O~
-~ ~ _
S O~
S A Hlaho
O O —~laahn _
S M OO O Mmoo
_ _
— —
3ﬂ2H_5 m 3“2H_5
_ _
— 0 O -~ — O O
_ _
NN 4O NN HO
S O OO O v oo
_ _
Mn O oo Mmoo o

oo o
000_‘_u2_500.k_u2_5
™~
oo m Q_ul
_ _OQ_UOOOQ_UOO
OQ_UO o o
114H_511K10H_5
— — <f <+ © _ |
)
- LD 1O O O — 10 O
| w2 ] |
NN oo oo
— i —
| == | |
o ©o o | CBwWo o OO o
| e |
m oo Mmoo Mo oo
N~—— ()
N~——
2
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LO —| O O Al

A~ O M) —HIaNho ~ ~
_ _ O a7 N O N O
—~ o N

N OO OMO O O —aHcmhs AN | N [N D — 10| (| N 10
_ _ N[NNI _
O —HNDO O ~ ~N
H 3ﬂ2n_5 — w3“2n_5 . O HNDO © O HNO © O~ O O —
10| D | N
_ _ =
_ _ _ 6_55_23_2H_5 9_55_23_2H_5 3_55_23_2H_5 o | N | 10
— O O - - OO —
| _ e O O O
_ OO H OO H OO O o |
NN O NOHO 55_2 _21_5
N O 4O NO 4O Oo 4o oo —HOo _
O O OO OO oo
N O OO N OO MM OO MO o oo Ho oo

ademaés,

Por que lo tenemos la matriz
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9.4. Ejercicios

1.- Usando el método de Gauss-Jordan, obtener la inversa de la matriz

O DN =
W

[N
LW = =

2.- Usando el método de Gauss-Jordan, obtener la inversa de la matriz

1 -1 2 1
2 -1 -1 4
-4 5 =10 —6
3 =2 10 -1
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Capitulo 10

Sistemas de ecuaciones lineales de
n X m

Ahora veremos como resolver un sistema de m ecuaciones con n variables
y algunas propiedades de la soluciones.

10.1. Caso general
Supongamos que tenemos n incognitas
T1,T2, " ,Tn

y m ecuaciones lineales

Apry + Ay + -+ Ay, =J4,
Ay + Agowg + - -+ + Agpzy, =5,

Amlilfl + AmQZI«'Q + -+ Amnxn :er

donde A;;, J;(i=1,2,---m,j =1,--- ,n) son constantes dadas. A este sistema
de ecuaciones se puede asociar a la matriz extendida

A A oo A J1

Agy Agy oo Ay Jo

Am,l Am,Q T Amn '] m
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y para resolver el sistema de ecuaciones podemos ocupar el método de Gauss-
Jordan.

Después de aplicar el método de Gauss-Jordan a la matriz extendida, te-
nemos tres posibles resultados. El primero es que el nimero de renglones li-
nealmente independientes de la matriz extendida sea mayor al nimero de in-
cognitas. En este caso no es posible tener soluciones. En efecto, cada renglon
de la matriz extendida representa una ecuacion, de la cual se puede despejar
una incognita, pero si tenemos menos incéognitas que ecuaciones no es posible
satisfacer todas la ecuaciones.

El segundo caso posible es que el ntimero de renglones linealmente inde-
pendientes de la matriz extendida sea igual al nimero de incognitas. Este caso
es equivalente a tener un sistema de ecuaciones con el mismo nimero de ecua-
ciones que el de incognitas. Este caso ya fue estudiado anteriormente.

El tercer caso posible es en el cual el nimero de incognitas sea mayor
al nimero de renglones linealmente independientes de la matriz extendida.
Por ejemplo, supongamos que después de aplicar el método de Gauss-Jordan
obtenemos [ ecuaciones linealmente independientes, con | < n. Por lo que
tendremos un sistema de ecuaciones de la forma

a1171 + a12T2 + - + Ayl + Qe T + 00+ apT, = Ji,

(2171 + Q22T + + - + Q%) + Ao(141)T1+1 + -0 + AopTy = Jo,

anTy + apT + -+ agT; + ) Tipr + 0+ @, = J.

En este caso podemos pasar los términos que tengan las incégnitas

Il—‘rl: xl-‘er o, Ty
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al lado derecho del sistema de ecuaciones, de donde se obtiene

1171 + ajpxe + -+ ayr; =J; — A1(141)Ti+1 — = ° — Aipdy,
A91X1 + AooXo + + - + agx; =Jy — A2(141) 141 — *** — A2 T,
anxry + aprs + - +ayr; =J; — Q1+1)Ti41 — 0 — ATy

Se puede observar que si suponemos conocidas la dltimas n — (I + 1) incog-
nitas entonces tendremos un sistema de [ ecuaciones con [ incognitas, el cual
se puede resolver con el método de Gauss-Jordan obteniendo la inversa de la
matriz asociada del sistema de ecuaciones reducidas. Notese que en este caso

la soluciones estdn dadas en términos de las incognitas x;.1, 40, - -

y L qUE

pueden tomar cualquier valor, por lo que tendremos un ntimero infinito de so-

luciones.

Por ejemplo, consideremos el sistema de ecuaciones

3x+y—2z = 1,
r+y+3z = 3,

el cual tiene la matriz extendida
31 —-1||1
11 3|3/
Aplicando el método de Gauss-Jordan obtenemos
31 -1 (|1 3 1 -1 2 3 1 -1
11 3|3 0 —2 —10 || -8 01 5
que implica el sistema de ecuaciones equivalente

3xr+y—2z = 1,
y+52z = 4

1
4

)

Pasando los términos con la incégnita 2z al lado derecho de cada ecuacion, se

obtienen

3r+y = 14z,
y = 4-—5z.
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A este sistema lo trataremos como un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas y puede ser asociado a la matriz extendida

3 1 142
01 4—5z )’

aplicando de nuevo el método de Gauss-Jordan se obtiene

3 1 1+ 2
01 4 — 5z

30 —3+ 62
01 4 -5z
10 -1+ 2z
01 4—-5z )
Por lo que la solucion al sistema de ecuaciones (|10.1))-([10.2) es
r = —1+42z,
= 4 -5z,

la cual se puede escribir como

()-(i)-(h)=+(2).

de forma tridimensional esta solucién se puede escribir como

T —1 2
Y = 4 | +z| -5
z 0 1

Note que en este caso tenemos un ntmero infinito de soluciones, pues z puede
tener cualquier valor.

Para tener desde un inicio un sistema de [ ecuaciones con [ incognitas, en
algunos casos es conveniente pasar directamente al lado derecho del sistema de
ecuaciones un nimero de incégnitas conveniente. Por ejemplo, consideremos el
sistema de ecuaciones

r+2y+3z+w = 1,
dor + 5y + 62 —w 3,
Tt+2y+92 —-2w = 2,
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al pasar los términos que tienen w al lado derecho de cada ecuacién obtenemos

r+2y+3z = 1—w,
dr+by+62z = 34w,
Tv4+2y+92z = 2+ 2w,

que se puede escribir como

1 2 3 T 1—w
4 5 6 y | = 3+w
7 2 9 z 2+ 2w
Ahora, debido a que
123\ L4
4 5 6 =17 —2 4 -2 |,
7 2 9 9 —4 1
se obtiene la solucién
T 1 —11 4 1 1—w
y | = 2 -2 4 =2 3+w |,
z 9 —4 1 2 + 2w
es decir
T 3 17
L 6 | +2 2
) = 75 1a )
z 12 1 12 11

que de forma cuadridimensional se puede expresar como

T 3 17
y| 1| 6] w 2
T -1 | Tl —n
w 0 12

Note que tenemos un ntmero infinito de soluciones pues w puede tomar cual-
quier valor.
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10.2. Propiedades de las soluciones

Hemos visto como resolver un sistema de m ecuaciones lineales con n in-
cognitas. Vale la pena analizar diferentes propiedades de las soluciones.

De nuevo supongamos que tenemos el sistema de ecuaciones

All-rl + Algfl,’g + -+ Aln.Tn :Jl, (103)

Ag1xy 4 Agoo + -+ - + Agpx,, =Jo, (10.4)

Amlxl + AmQIQ + -+ Amn,In :'—]'m: (105)

donde A;;, J; (i = 1,2,---m,j = 1,--- ,n) son constantes dadas. Notese que

definiendo la matriz y los vectores

A Ap oo A x1 Ji
Agy App oo Ay, T2 Jo
A= . . o, X = o, J= .
Aml Am? e Amn T, *]m,

el sistema de ecuaciones (10.3)-(10.5) se puede escribir como

AX = J. (10.6)

Al sistema de ecuaciones ([10.6)) se le puede asociar un sistema de ecuaciones

homogéneo de la forma
AX =0. (10.7)

El conjunto de soluciones de este sistema de ecuaciones homogéneo forma un
espacio vectorial. En efecto, supongamos que X; y X satisfacen ([10.7]) entonces
si A1 vy Ay son constantes la combinacién lineal

AX1 4+ A Xo |
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cumple que
A ()\1X1 + )\QXQ) = A)\le + A)\QXQ = )\1AX1 -+ )\QAXQ - 0 + 0 = 0,

es decir,
A (>\1X1 + )\QXQ) = O

Asi, cualquier combinacion lineal de las soluciones del sistema homogéneo
(L0.7) también es solucion de dicho sistema homogéneo. Asi, el conjunto de
las soluciones del sistema homogéneo ((10.7)) forman un espacio vectorial.

Ahora, supongamos que X, es un vector particular que satisface el sistema
de ecuaciones ((10.6]), es decir que cumple

|A&:J

también supongamos que Xp1, Xpgo, -, Xgs €s la base del espacio vectorial
que satisface el sistema de ecuaciones homogéneo ((10.7)),

| AXH,:(), 7::1,2,"‘,57

entonces el vector

| X =MXui+X,, MER (10.8)

también satisface el sistema de ecuaciones (10.6)). Esta afirmacion es correcta,
pues

AX = ANXui + X)) = NAX g + AX, =0+ J = J,
en otras palabras
AX = J.

Como podemos ver un sistema de ecuaciones puede tener muchas solucio-
nes. Esto depende del sistema de ecuaciones homogéneas.
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10.3. Rango de una matriz

Antes de continuar definiremos como rango r de la matriz A como el nimero
de renglones linealmente independientes que se obtienen después aplicar el
método de Gauss-Jordan a la matriz A. Notese que el rango de la matriz A
también nos da el niimero de ecuaciones linealmente independientes del sistema

de ecuaciones ((10.3))-(10.5). Por lo tanto, si tenemos n incognitas y el rango

del matriz A es r, el nimero de incognitas libres es
n—r

y este es la dimension del espacio de soluciones del sistema homogéneo.

10.4. Ejemplos

Counsideremos el sistema de ecuaciones

r+2y—z+3w+2u = 1, (10.9)
—2r+4y+224+2w—u = 3, (10.10)
r+2y+3z+wtu = -2, (10.11)

al pasar los términos que tienen w y u al lado derecho de cada ecuaciéon obte-
nemos

r+2y—z = 1—3w—2u,

—2rx+4y+2z = 3-—-2w+u,
T+2y+32 = —2—w—u,
que se puede escribir como
1 2 -1 T 1—3w—2u
-2 4 2 y | = 3—2w+u
2 2 3 z —2—w—u
Ademaés, se puede mostrar que
123\ [ 222
4 5 6 = - 2 101,
729 5\ -2 02
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de donde

T 1 2 -2 2 1—3w—2u
Y =3 2 10 3—2w+u |,
z —2 0 2 —2—w-—u
es decir,
T 1 -8 w —4 -8
z —6 4 2

. 3 4 38
y 2 R I
z = — —6 + — 4 + — 2
w 81 o 81 s 51 o
u 0 0 8

Note que tenemos un ntimero infinito de soluciones pues w y u puede tomar
cualquier valor. También observe que el vector

-8

X,==| -6

es un solucion particular del sistema de ecuaciones ((10.9))-(10.11]), mientras que

los vectores

—4 —8
-8 -3

Xi=| 4|, Xo=] 2
8 0

0 8

son soluciones al sistema de ecuaciones homogéneo asociado al sistema de ecua-

ciones no homogéneo ((10.9))-([10.11]).
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10.5. Ejercicios
1.- Resolver el sistema de ecuaciones

or —y+22+w =
20 +y+4z - 2w
r—3y—6z24+dw =

2.- Resolver el sistema de ecuaciones

rT+y+3z2—2w—q

or — 2y + 32+ Tw + 8¢q
-3z —y+ 22+ Tw+ dq
5T+ 3y + 2z —2w —Tq
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Capitulo 11

Matriz de cambio de base

En este capitulo veremos la llamada matriz de cambio de base.

11.1. Definiciéon

Sea V' un espacio vectorial de dimension n sobre el campo K y

{v1,v9,++ v} (11.1)

una bases de V. Entonces, cualquier vector de V se puede escribir como com-
binacién lineal de la base (L1.1)).

Ademaés, supongamos que

{U'/l: ’U;, B L“;I} (11'2)

es otra base de V. Por lo cual también cualquier vector de V' se puede escribir
como combinacién lineal de la base (11.2)).

En particular, para los vectores de la base (11.1]) existen n? escalares f;; €
K,j=1,2,--- n tales que

| U; :‘L/j)/[jjvj? | (113)
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observe que esta igualdad se puede escribir como

U /- /- 79,
U1 B dlz T 5171 U1
! A s P
Vs Po1 Paz -+ Pon U2
/ ‘ e Po }
(%% /jn,l sd’HQ o fjmz, Un

Asi, el conjunto de nimeros j3;; define una matriz.

De la misma forma, usando la base (11.1)), para los vectores de la base
(11.2) existen n* escalares fj; € K tales que

v; = BV} (11.4)
Usando esta ultima expresion en la ecuacion , encontramos
v; = ﬁl{jﬂjkvk, k=1,2---.n
es decir
v; = (B'8) 1, i (11.5)
Ahora, debido a que
v; = Oip Uy,
la igualdad se puede escribir como
ik = (B'6) g vk,
por lo que
(0 — (B'8),) v = 0. (11.6)

Como el conjunto de vectores vy forman una base de V, son linealmente inde-
pendientes. Por lo que la ecuacion (11.6]) implica la igualdad

S — (B8), = 0
de donde
ik = (5/5>zlc
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lo que es lo mismo
gB=1

Por lo tanto, la matriz 5 es invertible y su inversa es 3’

Ahora, si v € V existe un conjunto de escalares
{)\la)\Qa"'aAn} )\iEKai:172>"'an

tales que

v =\ (11.7)

Pero también existen un conjunto de escalares A, € K tal que

v =N, (11.8)

Tomando en cuenta que las ecuaciones (11.7) v ([11.8]) representan al mismo
vector en diferentes bases, veamos como se relacionan los escalares \; con los
escalares ;.

Se puede observar que sustituyendo la igualdad (11.4)) en la ecuacion (11.7)
encontramos

!
v =\ = )\zﬂijvja
ademas, considerando la ecuacion (11.8) se encuentra la expresion

/ / !/

de donde se deduce el resultado

0= Ny = X = (A = X)) v}
Es decir,
(NiBi; = X)) v = 0. (11.9)

Ademaés, como los vectores v;- forman una base, son linealmente independientes

y la ecuacion (11.9) implica la igualdad
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de donde se encuentra la expresion

No= Nl = B M. (11.10)

| N/ — “‘8/1 1 |

le llamamos matriz de cambio de base. Entonces, la ecuacion (11.10) toma la
forma

A la matriz

T —1
/\; — ]VJ/7/\Z - N]z )\7',7

de donde
Aj = Nji)‘//iv
por lo que
A1 Nii Nig -+ Ny, M
A2 B Ny Nag --+ Ny, Ay
/\n A‘Vn,l A‘TnZ T N nn )\ln

11.2. Ejemplo
Como un ejemplo consideremos la base canénica
{v1 =(1,0,0),v5 = (0,1,0),v3 = (0,1,0)}
y la base
{v] =(1,0,0),v, = (1,1,0),v5 = (1,1,1)}
en este caso tenemos

(1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 0(0,0,1),
(1,1,0) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 0(0,0, 1),
(1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),
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es decir

vy = 1v; + 0vy + Ovs,
vy, = lvg 4 lvg + Ovs,
vy = lvg 4 lvg + 1us,

de donde
1 00
b= 1 10
1 1 1

y la matriz asociada al cambio de base es

1 11
N=pB"=[011
0 01
Note que también se cumple
1 00 1 -1 0
grt= -1 10|, N'=(@YH =0 1 -1],
0 -1 1 0 0 1

las cuales se obtienen al hacer el cambio de base inverso.

11.3. Ejercicios

1.- Considere las bases

{Ul = (1,0, 0),U2 = (0, 1,0),1}3 = (0,0, 1)}

{v1 = (1,2,0),05 = (=2,1,0),v5 = (0,0,1)},

obtener la matriz de cambio de base entre ellas.

2.- Considere las bases

{Ul = (1,070,0),1}2 - (Oa 17070)703 = (0707 170)704 - (070707 1}

{Ui - (47 _1’ _3’ 6)>Ué = (_2737 174)71};, = <0,5,0,0),U; = (172a3) _1>}7

obtener la matriz de cambio de base entre ellas.
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Capitulo 12

Transformaciones lineales

En este capitulo veremos la definiciéon de transformacion lineal y algunas
implicaciones importantes de dicha definicion.

12.1. Definicion

Sean dos espacios vectoriales (V, K, +,-) y (W, K, +, ) sobre el mismo cam-
po K. Se dice que la funcion

T:V —W

es lineal si satisface las propiedades

T(vy 4 vg) = T(vy) + T(v9), Yoy, vy €V, (12.1)
T(\v) = AT(v), VA e K,\YueV. (12.2)

Es posible probar que una funcién 7' es lineal si y solo si satisface la propiedad

T(Avr 4+ Avg) = M T (v1) + AT (v2), VA1, A\ € K, Yy, vy € V. (12.3)

En efecto, supongamos que se cumple la propiedad (12.3), en particular se
cumple si A\; = Ay = e, con e la identidad del producto del campo K. Entonces

T(evy +eve) = eT(vy) + eT(v2),
por lo que, para cualquier par de vectores vy, v en V se cumple

T(Ul + Ug) = T(Ul) + T(UQ),
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que es la propiedad (12.1). Ahora, si tomamos \; = \,v; = vy Ay = 0, la
ecuacion ([12.3)) toma la forma

T(A) = M'(v),

que es la propiedad ((12.2)). Por lo tanto, si una funcion T satisface la propiedad

(12.3), entonces es lineal.

Ahora supongamos T es lineal y que vi,vy € V, A1, Ay € K. Usando las

propiedades (12.1)-(12.2]) se cumple
T()\lvl + )\2@2) = T()\lvl) + T()\QUQ) = )\1T(’U1) + )\QT(UQ),

que es la propiedad ((12.3). Por lo tanto, si una funcion 7' es lineal, cumple la

propiedad ([12.3)).

En conclusion, una funciéon T es lineal si y solo si satisface la propiedad
(112.3)).

12.2. Transformaciones lineales en R"
Si V' es un espacio vectorial y A € K, podemos definir la funciéon
T:V—V
tal que
T(v) = v, veV,

la cual es un ejemplo de funcioén lineal. En efecto, si o, 8 € Ky v1,v2 € V, se
cumple

T(avy + Pva) = MNawy + Pug)
Aavy + ASug
alvy + BAvg
= aT'(v1) + BT (va).

esto es

T(CYUl + 6’02) = OzT(Uﬂ + 6T(’Ug)
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Para los espacios vectoriales R? y R?, la funcion

T(xz,y) = (x4 3y, —2z + by) (12.4)

es lineal. En efecto, si A1, Ay € R se cumple

T(M(z1,91) + Aa(@2,y2)) = T (M1 + Ao, Miyn + Aaye)

= (Mx1 + Aawa + 3(A1y1 + Aayz), —2(Mix1 + Agw2) + 5(My1 + Aaya))
= (Ai(z1 + 3y1) + Aa(@2 + 3ya), A1 (=221 + 5y1) + Ao (=22 + 5y))
= (M(x1 4+ 3y1), A1 (—221 + 5y1)) + (A2(x2 + 3y2), Ao (—2x9 + 5ys))
= A (21 + 3y1, =221 + 5y1) + Aa(22 + 3y2, —222 + 5yo)

= MT(z1,41) + MT' (21, 1),

por lo cual

T(Mi(z1,91) + A2, y2)) = MT (21, y1) + AT (21, y1).

En general, se puede probar que si tenemos el vector (1, xg, -+ , Z,,) donde

r, € Ry k = 1,2,---,m, entonces dados los nimeros oy, € R con [ =
1,2,---n, la funcién

T(x1, 22, ) = (Q1kTE, Q2pTg, * -+, Uk Ty) (12.5)

que es una funciéon lineal de R™ en R"™. En este caso se puede obsevar que
definiendo la matriz

Q1 Qpg - Qpp
Qg1 Q2 -+ Qagpy . ‘
M: . . . . 3 a1J6R7 'L:l’-..n"?:]_7-..’m.
Qp1 Qpa -+ Oppy
se tiene

Q11 Q2 o Qiy T OETE
Qg1 Qg +-+ Qo To Qo)
Qnl Qnz " Qnm Tm AT
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Por lo que la transformacion lineal ((12.5)) se puede asociar con una matriz. En
particular, la transformacion lineal (12.4]) se puede asociar con la matriz

(=3);
(=) (0)=(=55)

12.3. Transformaciones entre funciones

y se cumple

12.3.1. Derivada

En el espacio de las funciones suaves, la derivada cumple con las propieda-
des de transformacion lineal. En efecto, si definimos

7 L
ox

tenemos
T (afi(z) + Bfa(x)) = %(afl(x)+ﬁf2(x))
0 0
= Oé%fl(l’)"‘ﬁ%ﬁ(x)
= ol (fi(z)) + BT (f2(z)) .

12.3.2. Producto por una funcién fija

Dado una funciéon f(x), usando el producto por un escalar en un espacio
vectorial V' podemos definir una funcién lineal 7" de la siguiente forma

donde v es un vector en V. Para probar que T es una funcion lineal, conside-
remos v1,vy € V y a, f € K, entonces

T(avy + pry) = f(x)(avy + Pve) = af(z)v; + f(z)Bve
= aT (v1) + BT (vq) .

Por lo que T es una funcién lineal.

137



12.3.3. Transformadas integrales

Dada una funcion g(k,z) integrable se puede definir una transformacion
lineal entre funciones integrales. Si f(x) es una funciéon integrable definimos

fB)y=T(f(x)) = / dxg(k,z)f(x). (12.6)

Esta transformacion es lineal, pues si fi(z), fo(x) son funciones suaves y «,
escalares, se encuentra

b
T(afi(x) + ffalz) = / drg(k, ) (afi(z) + Bfala)

b b
— o [ degka)fi@)+ 5 | duglho)falo)
= aT'(fi(z)) + BT (f2(z)).

A la transformacion ((12.6)) se le llama transformada integral en base g(k, x).

Por ejemplo, con g(k,x) = e~™** ge define la transformada de Fourier

F(k) = / " dee ™ (2).

[e.e]

Para cada funcion, g(k,z), bien portada (derivable y suave) se puede definir
una transformada integral.

12.4. Ncleo

Sean dos espacios vectoriales (V, K, +,-) y (W, K, +, ) sobre el mismo cam-
po Ky

T:V —W

una funcion lineal.

Sabemos que si 0 es el neutro aditivo del campo K y v es un vector del
espacio vectorial V, entonces su producto también es el neutro aditivo de V, es
decir,

Ov = 0.
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Por lo que si T es una funcion lineal, se cumple
T(0) =T(0w) =0T'(v) =0,
o lo que es lo mismo
T(0) = 0.
Asi, si T es una funcion lineal, 7" manda el cero de V' al cero de W.

Ahora definiremos el conjunto de todos los vectores de V' tal que van al
cero de W

Ker(T)={veV| T(v)=0}.

A este conjunto lo llamamos kernel o nicleo de T. Note que 0 € Ker(T) por
lo que el nicleo de T" es un conjunto no vacio.

El conjunto Ker(T) es un subespacio vectorial de V. En efecto, supongamos
que
v1,v9 € Ker(T), ar, a0 € K.

Por lo que podemos formar el vector
V= QU1 + QoUy
y como T es una funcion lineal, se satisface
T(w) = T (v + agvs)
= a1T(v1) + a1 (v9)
= a0+ a0 =0,
es decir
T(v)=0.
Este resultado nos indica que
v = aqu; + asvy € Ker(T).
En resumen hemos mostrado que si
vy, vy € Ker(T)
y a1, a9 € K, se cumple que
vy + agvy € Ker(T).

Este resultado nos indica que Ker(7T') es un subespacio vectorial de V.
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12.4.1. Nucleo y funciones inyectivas

El conjunto Ker(T) contiene informacion de la funcion 7. Por ejemplo,
un resultado interesante es que si el ntucleo de T solo contiene al vector cero,
entonces 1" es una funciéon invectiva. Para probar esta afirmacién supongamos
que

Ker(T) ={0}.

Ahora si
U1, U2 eV

y se cumplen

T(v1) = T(va),
entonces

0="T(v1) — T(va).

Ademas, como T es una funcién lineal, se encuentra

T(v; —v9) =0,
por lo que

vy — vy € Ker(T) = {0},
en consecuencia
v — vy = 0,
es decir
V] = Vs.

Asi, hemos probado que si Ker(T) = {0} y T'(v1) = T(ve) entonces v; = vy.
En otras palabras si Ker(T) = {0}, la funcion 7T es inyectiva.
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12.4.2. Nicleo e independencia lineal

Otro resultado interesantes es que si el conjunto de vectores de V
V1,02, ,Un

es linealmente independiente y Ker(T) = {0}, entonces el conjunto de vectores
de W
T(vy), T(v2), -, T(vn)

es linealmente independiente. Para probar esta aseveraciéon supongamos que
existen escalares en K
aq, Qg, -+, Qp

tal que
a1 T (vy) + aoT(ve) + -+ - + a, T (v,) = 0.

Como T es una funcion lineal, se llega a
0=aoT(v1) + T (v) + -+ a,T(v,) =T (1v1 + Qgvg + - - - + anvy)
es decir
T (cv1 + agvy + -+ - + apvy,) =0,
lo que implica
a1V + ovg + -+ - + v, € Ker(T) = {0}.
Por lo que
101 + aovs + - - + v, =0
y como el conjunto vy, vs,--- , v, es linealmente independiente, se obtiene
=y =---=qa, =0.

En resumen, si vy, vs,- -, v, es linealmente independiente y Ker(T) = {0}
entonces el conjunto de vectores T'(vy),T(va), -+ ,T(v,) es linealmente inde-
pendiente.
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12.5. Imagen
Sean dos espacios vectoriales (V, K, +,-) y (W, K, +, ) sobre el mismo cam-
po K'y
T:V —W

una funciéon lineal. Definimos la imagen de 7" como el subconjunto de los
vectores w en W tales que existe al menos un vector v en V' que cumple

T(v) = w,

es decir,

TWV)=Im(T)={weW| FweV, T(v) =w}.

12.5.1. Imagen como subespacio del contradominio

El conjunto I'm(T’) es un subespacio vectorial de W. En efecto si
w1, We € [m(T),

entonces existe
v1,09 €V

tal que
T(Ul) = Wx, T(U2) = Wa.

Ahora, sea a1, as € K, con estos escalares podemos formar el vector
w = qqwy + aswy € W,
el cual se puede escribir como
W = QWi+ Wy
= T (v1) + a1 (vg)
= T (a1v; + agve),
por lo que existe
V=0V +agvy €V
tal que
T(v) = w = aqw; + aows.

Asi hemos probado que si wy,wy € Im(T) y ay,a9 € K, se cumple que
ajwy +aswy € Im(T). Lo cual nos indica que Im(T') es un subespacio vectorial
de W.
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12.5.2. Imagen y subespacios en el dominio

Ahora supongamos que A es un subconjunto de V, entonces definiremos

TA)={weW| JveA, T(v) =w}.

Observe que T(A) es subconjunto de W, se dice que T'(A) es el conjunto ima-
gen de A bajo la funciéon T.

Si A es subespacio vectorial de V, entonces T'(A) es subespacio vectorial de
W. Para probar esta afirmacion, supongamos que

wy,wy € T(A),

entonces existe
v, U9 € A

tal que
T(U1> = Wy, T(’UQ) = Wa.

Ahora, sea a1, as € K, con estos escalares podemos formar el vector
w = ajwy + awe € W,
el cual se puede escribir como
w = aqwy + agwe = ;T (v1) + T (vg) = T (v1 + agvg) .
Adicionalmente, debido a que A es un subespacio vectorial se cumple que
V= V1 + Qg € A,

asi Jv € A tal que

T(v) =w = aqwy + asws,

de donde
QW1 + Wy € T(A)

Como se puede notar, hemos probado que si wy,ws € T(A) y ag, a9 € K, se
cumple que ajwy + asws € T(A), lo cual nos indica que T'(A) es un subespacio
vectorial de W.
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12.6. Imagen inversa

Ahora supongamos que B es un subconjunto de W, entonces definiremos el
conjunto

TY(B)={veV| JweB, T(v)=w}.

Note que T~!(B) es subconjunto de V| se dice que este conjunto es la imagen
inversa de B bajo la funcion 7.

12.6.1. Imagen inversa como subespacio vectorial del do-
minio
Si B es un subespacio vectorial de W, entonces T~*(B) es subespacio vec-
torial de V.

Para probar este resultado supongamos que
v, v € T7H(B),

entonces existe
wi,Wa € B

tal que
T(U1> = W, T(’UQ) = W2a.

Ahora, sea aq,as € K, con estos escalares podemos formar la combinacion
lineal
V= 1V + avs.

Considerando que 7' es un funcién lineal tenemos

T(U) =T (CY1U1 + OZQUQ)
= ayT(v1) + a1 (ve)

= QW] + QWa,
ademas como B es subespacio vectorial de W se cumple
T(v) = ajwy + aswy € W.
Por lo que, existe w € B tal que T'(v) = w entonces

v = a1 + vy € T H(B).
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Asi hemos probado que si v, v, € T7YB) y oy, ay € K, entonces a0 +qvs €
T71(B). Lo cual dice que si B es subespacio vectorial de W, T-(B) es un
subespacio vectorial de V.

12.6.2. Imagen inversa e independecia lineal

Otro resultado interesante es que un conjunto de vectores linealmente in-
dependientes de T'(V') viene de un conjunto de vectores linealmente de V. En
efecto, supongamos que los vectores

Wy, Wa, -+, W (12.7)
son linealmente independientes y pertenecen a T'(V'). Entonces existen vectores

V1, V2,00, (12.8)
en V tales que

T(v1) = wy, T(v2) = wa,---,T(v) = w. (12.9)

Ahora supongamos que existen los escalares

a1, Qo
en K tales que

a1U1 + oy + - - - 4+ aqup = 0.

Entonces, como T' es una funcién lineal, se tiene

0 = T(ozlvl + QU + -+ - + Oéﬂ)l)
= oT(v1) + T (ve) + -+ /T (vy)

= Wi + awy + - + quuy,
es decir
a wy + aowy + -+ - + aqwy = 0.

Ademaés, como los vectores (12.7)) son linealmente independientes, se encuentra
que

ap =y =---=q;=0.
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Por lo tanto si ayv; + v + -+ - + aqu; = 0, entonces oy = ag = -+ = g = 0.
Es decir, el conjunto de vectores ([12.8)) es linealmente independiente.

Asi, podemos afirmar que si los vectores wy, ws, - - -, w; pertenecen a T'(V)
y son linealmente independientes, entonces existe un conjunto de vectores
V1,09, , v en V que son linealmente independientes y satisfacen T'(vy) =

wy, T(ve) = wa, -+, T(v;) = wy.

12.7. Teorema de la dimension

Sean dos espacios vectoriales (V, K, +,-) y (W, K, +,-) de dimension finita
sobre el mismo campo K y

T:V —W

una funcion lineal. Mostraremos que la dimension de Ker(7') més la dimension
de Im(T) es la dimension del espacio vectorial V.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la dimension del espacio
vectorial V' es n y que los vectores
V1,V2,* Uy, r<n (1210)

son una base del espacio Ker(T'). Entonces, existen n — r vectores linealmente
independientes

Ur41,Urg2,° ,Up (1211)

de tal forma que los vectores

U1, Vg, Upy Upg 1,00 5 Uy (12.12)
formen una base de V.
Observe que si
T(v;) =0, i =r+1,r+2---.n
entonces
v; € Ker(T)



y como los vectores (12.10)) forman una base del conjunto Ker(T), entonces
existen r escalares aq, ao, - - - , . tales que

Vj = U1 + QU + - - - + QU

Esta dltima ecuacion contradice el hecho de que los vectores (12.12)) sean li-
nealmente independientes, y por lo tanto, que sean base de V. Entonce, deben
existir n — r vectores no nulos en W de tal forma que

T(UT+1) = Wya1, T(UT+2> = Wypy2,° " ,T(Un) = Wnp. (1213)

Estos vectores son linealmente independientes. En efecto, supongamos que exis-
ten n — r escalares
>\T‘+17 )\T+27 Tty )\TL

de tal forma que

)\r+1wr+1 + )\T+2wr+2 + - A, = O,

es decir,
A1 T (V1) + N2 T (0pi2) + -+ N (v,) = 0.
Por lo que
T(Ari1Urs1 + ArgoUpao + -+ Ayvpn) =0,
asi,

A 1Urs1 + ApgoUpgo + -+ Ayu, € Ker(T).

Considerando que el conjunto de vectores (12.10) es una base del conjunto
Ker(T), existen r escalares py, ps, - -+ , i, tales que

A'r‘—‘,—lvr—‘,-l + )\r+2vr+2 + -+ /\TLUTL = U1V1 + H2U2 + -+ HrUr
0 sea
Arf1Urg1 + NppoUpgo + - -+ AUy — 101 — foV2 — -+ — 0 = 0.

Esta expresion es una combinacion lineal nula de los vectores ((12.12)), los cuales
son una base de V, por lo tanto

)\r+1:)\r+2:"':)\n:,u1:MZI"':Nr:O-

En consecuencia, hemos mostrado que si Ay 1wy 1+ A poWpio+- - -+ Ayw, =0,
entonces A\, 11 = Ao = - = A\, = 0. Es decir, los n — r vectores (12.13]) son
linealmente independientes.
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Ahora, supongamos que w € Im(T'), entonces existe al menos un vector
v € V de tal forma que
T(v) = w.
Ademas, debido a que el conjunto de vectores (12.12]) son una base de V, existen

n escalares (1, (s, - - (, tales que

v = CIUI + <2 T+ CTUT + Cr+1vr+1 + o+ Cnvn-
Esta igualdad implica

w = T(U) = T((lvl + CQUQ + - Crvr + Cr—i—lvr—‘rl + -+ Cnvn)
= QT(v) + QT (v2) + -+ GT(0r) + Ga T (vra) + -+ G T (vn)
Cr-i—lT(Ur-i-l) +o CnT(Un)

- C’r—l—lwr—l—l + -+ anna
dicho de otro modo
w = Q”—&-lwr—i—l +oee ann

Asi, hemos mostrado que cualquier vector del conjunto I'm(T) se puede escri-
bir como combinacién lineal de los n — r vectores ((12.13)), por lo que dichos
vectores son generadores del Im(T).

En resumen, el conjunto de vectores (12.13)) es base del espacio vectorial
Im(T), lo cual implica que la dimension de Im(7T) es n — r. Observe estos
resultados implican

dim (Im(T)) + dim (Ker(T)) = dimV.

La idea de funcion lineal esta de forma implicita en la obra de Grassmann.
Sin embargo, este concepto es formalizado en los trabajo de Peano, quien fue
de los pocos matematicos que logran apreciar la importancia de los trabajos
de Grassmann.



Giuseppe Peano (1858-1932) I fue un matematico italiano que realizo contri-

uciones relevantes en los fundamentos de las matematicas y la logica. Fue
hijo de dos granjeros del Piamonte italiano. De nino tenia que caminar cinco
kilometros al dia para asistir a la escuela. Realiz6é sus estudios doctorales ba-
jo la direccion de Enrico D’ Ovidio, en la Universidad de Turin. Se interes6
en construir un lenguaje universal escrito para las mateméaticas que todos los
matematicos de Mundo pudieran entender y usar. En este sentido, invent6 su
propia notacion que la actualidad se sigue usando en la logica. También se
interesod en dar fundamentos soélidos a las matematicas, por lo que incursion6
en la logica y en la teoria de conjuntos. En estos temas sus trabajos influyeron
a importantes filésofos como Bertrand Russell. Por estas razones es conside-
rado uno de los padres de la Logica Matematica. Siendo muy joven inici6 el
proyecto llamado Formulario, una obra en la cual busco tener todas las demos-
traciones y formulas matematicas conocidas hasta su tiempo. Debido a que no
le gustaba la calidad de las impresiones de los libros de matematicas, fundé
su propia imprenta. También realizo6 contribuciones al calculo y a la geome-
tria. Por ejemplo, construy6 la llamada curva de Peano, que tiene propiedades
fractales. Peano estaba interesado en la ensenanza de las matemaéticas por lo
que escribi6 diversos libros que influyeron a estudiantes italianos de todos los
niveles educativos. Murié de un ataque al corazén en 1932.

12.8. Ejercicios

1.- Suponiendo que g(z) es una funcion continua, determinar si la siguiente
transformacion es lineal
82

T = (50 +9(0)) 10

2.- Suponiendo que g(x) es una funcién continua, determinar si la siguiente
transformacion es lineal

PIO 4 o) (£

3.- Determinar si la siguiente transformacion es lineal

Tf(x)] =

4.- Determinar si la siguiente transformacion es lineal
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5.- Determinar si la siguiente transformacion es lineal
F(x,y) = 2z —y,2% + 4y).
6.- Determinar si la siguiente transformacion es lineal

o0 1
T|f(x)] = / e ——.
JEI= )@
7.- En el espacio de las funciones derivables de una variable real, sea el
operador lineal
. 2
A=m—+mw?, m,weR m>0.
dz?

Encontrar una funcién no trivial que pertenezca al conjunto Ker (A) :

8.- Sea la matriz

1 -1 0
A=10 1 -1
1 1 =2

Encontrar un vector no trivial que pertenezca al conjunto Ker(A).

9.- Sea el operador lineal

A= — 4+ \—
a2 e
y la funcién
() b ar
)= e
a? + o+

Encontrar la funciéon imagen de Y'(z) bajo A.

10.- La Transformada de Laplace de una funcion f(z) se define como

PO =Llf@)] = [ ey

Encontrar la imagen de f(z) = e® bajo la transformada de Laplace.
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Capitulo 13

Combinaciéon lineal y composicion
de transformaciones lineales

En este capitulo mostraremos que al hacer combinaciones lineales de trans-
formaciones lineales o composicion de ellas se obtiene otra transformacion li-
neal.

13.1. Combinacion lineal

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n sobre el campo K y W un
espacio vectorial de dimension m sobre el mismo campo y

T V-)W,
T 0 V—W,

son dos transformaciones lineales .

Si a,b € K podemos definir otra transformacion
T:V — W,

de la forma

T = aTy + bTs.

En este caso, si v € V, se define

T(v) = (aT) 4 0T3) (v) = aTi(v) 4+ bTs(v).
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Note que esta nueva transformacién cumple

T (awy + Bvg) = (aTi +bT3) (avi + Bug)
= aTy (avy + Bug) + 0T (avr + Pua)
= a(aT (v1) + BT1 (v2)) + b (aT3 (v1) + T3 (v2))
= «a(aTi (v)) + T (v1)) + B (a7 (v2) + bT3 (vs))
= «a(aly +bTy) (v1) + B (aT) + bT3) (ve)
= o (v1) + BT (va) -

Asi, cualquier combinacién lineal de dos operadores lineales nos da otro ope-
rador lineal.

13.2. Composicion de funciones lineales

Supongamos que Vi, Vs, V3 son espacios vectoriales sobre el campo K y que
las siguientes funciones
Fl : ‘/1 — ‘/2a
Fy Vo —Vj,

son lineales. Entonces podemos realizar la composicion de funciones lineales

F=FokF Vi — Vj,

Probaremos que F' es una funcioén lineal. Para realizar esta prueba supongamos
que v,v9 € V1 v a, f € K, de donde

F(avy + Bvy) = (F1oFy) (avy + Pug)
= F| (F;(av; + Buy))
= I (aF;y (v1) + BFs (v2))
= aF) (Fy(v)) 4+ BF (Fy(v))
= «a(Fio0F)(v)+ B(F 0 Fy)(vs)
= aF (v1) 4+ BF (v2),
esto es

F (avy + Bug) = aF (v1) + BF (v9) .

Por lo tanto, la composicién de dos funciones lineales también da como resul-
tado otro operador lineal.
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13.3. Ejemplos

Por ejemplo, sabemos que los operadores
0 0 0
oz’ 8_y’ 0z
son lineales, entonces también lo son
0? 0? 0?
Ox?’ Oy?’ 022

Esto implica que el operador Laplaciano

es lineal. Recordemos que cualquier funcion V' (z,y, z) que cumpla el papel de
operador, es lineal. Entonces el operador Hamiltoniano

h?
H= —%V2 +V(z,y,2)

es lineal. Esto se debe a que es combinacion lineal de opeadores lineales. Ade-
mas las variables
T, Y, z

como operadores son lineales. Entonces los operadores

[ 0 0 VG, 0 {0 0
Lx—z(yg—za—y), Ly—2(2£—$$>, Lz—z<xa—y— %>7

son lineales, puesto que son combinaciones lineales de productos de operadores
lineales. Por la misma razén, el operador

L =L+ L]+ L?

es lineal.

13.4. Ejercicios

1.- Sin ¢ es una constante, con los siguientes operadores lineales del espacio-
tiempo

x, vy, =z, ct,
0 0 0 0
oxr’ dy 92 Bet
obtener todos los operadores lineales que se pueden obtener hasta una potencia
2.
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Capitulo 14

Matriz asociada a una
transformacion lineal

En este capitulo mostraremos que las transformaciones lineales que acttian
en espacios vectoriales de dimesion finita tienen asociada una matriz y veremos
algunas propiedades de dicha matriz.

14.1. Matriz

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n sobre el campo K y sea W un
espacio vectorial de dimensién m sobre el mismo campo y

T:V—W
una transformacion lineal. Ademés, supongamos que
{v1, 09, ,vn} (14.1)
es una base del espacio vectorial V' y
{wy, wa, -+ ;wpm} (14.2)

es una base del espacio vectorial W.

Observe que si v € V| entonces T(v) € W. Por lo que, debido a que el
conjunto 1) es base de W, existen m escalares \; € K,j =1,2,--- ,m tales
que

T(v) = A\jw;. (14.3)




Ahora, como T'(v;) € W,i=1,2,--- ,n, existen nm escalares en K tales que

| T(vi) = ajw;. | (14.4)

Ademas, como el conjunto (14.1)) es base de V, existen n escalares \; € K tales
que

v = \v;
y como T es una funcion lineal obtenemos
Tw) = T(N\v)
= NT'(v;)
= Aiagwj,
es decir
T(v) = Noyjw,.
[gualando este tltimo resultado con la expresion (14.3) encontramos
AiQjw; = S\jwj,
que induce la igualdad
0 = MNoyjwj — S\jwj
= (/\iaij - ;\j> wj,
esto es
(/\iaij — 5\]> w; = 0.
Entonces, como el conjunto es linealmente independiente llegamos a

Aivij — S\j =0,
que implica
5\]- = \ij
= oijZ»/\Z,
esto es
Aj = oz;‘-rix\z

A la matriz

se le llama matriz asociada a la transformacion lineal 7.
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14.2. Ejemplo
Por ejemplo, consideremos la transformacion lineal
T(x,y,2) = 3z —y+ 52,5z — 6y + Tz, — Ty + 82), (14.5)
ocupando la base canoénica
(1,0,0), (0,1,0) (0,0,1) (14.6)
se encuentra

T(1,0,0) = (3,5,1) =3(1,0,0) +5(0,1,0) + 1(0,0,1)
T(0,1,0) = (—1,—6,—7) = —1(1,0,0) — 6(0,1,0) — 7(0,0, 1),
7T(0,0,1) = (5,7,8) =5(1,0,0) + 7(0,1,0) + 8(0,0, 1),

de donde se obtiene

3 5 1
a=| -1 -6 -7 |,
5 7 8

por lo tanto, usando la base canénica (14.6)), la matriz asociada a la transfor-

macion lineal (14.5)) es

3 —1 5
M=a"=|5 -6 7
1 -7 8
Note que
3 -1 5 T 3 —y+5
M=od'=|5 -6 7 y | =1 dbe—6y+72 |,
1 -7 8 z x— Ty + 8z

asi la transformacion lineal ((14.5)) se recupera como el producto de una matriz
por un vector columna.

14.3. Matriz asociada a composiciéon de funcio-
nes lineales
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Sean V, W1, W5 espacios vectoriales de dimension finita sobre un campo K

T V—>Wl,
T2 : W1—>W2

funciones lineales. Supongamos que

{Uhv?)“' ;Un}
es base de V, que
{w17w2>"' 7wm1}
es base de Wy y
{w/ w/ . wl }
1) %2y » Ymao

es base de W5. Ademas, supongamos que con dichas bases M; es la matriz
asociada a 17 y M es la matriz asociada a T5. Entonces, la matriz asociada a
la composicion de las funciones lineales

T=(TyoT)):V — W,

es el producto de matrices

M = M3 M.

Para demostrar esta afirmacion, recordemos que debido a que los conjuntos
{vit@=1,2,--- ,n),{w;}(j=1,2,--- ,mq),{w, }(k=1,2,--- ,my) son bases
de V, Wy, W5, respectivamente, entonces si v € V existen n ntmeros \; tales
que
v = A\
como T;(v;) € Wy existen nm; niumeros a;; tales que
Tl(l)i) = oz,»jwj;

como Ty(w;) € Wy existen mymy nimeros oz;k, tales que

Ty(wy) = ajywy;
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como T'(v) = (T, 0 T1)(v) € W, existen nmgy nimeros A, tales que
T(v) = Nw,. (14.7)
Por lo tanto,

T(w) = (Ty0T))(v)
T5(Th (v))

Tr(Ti(Nivi))
To(NTy(vy))
To( N jw;)
= ATy (w;)

/ /
)\iozijajkwk

= N\(aad)pwy,
es decir
T(v) = Mi(ad)pw),.

Igualando este resultado con la expresion ((14.7)), tenemos

T(v) = M) gw), = Mpw),
que implica

Ai(aa)gpw), — Mwy, = (Ni(ae )i — M)w), = 0,
esto es
(Ai(aa) e — Xe)w), = 0.

Ahora, como el conjunto {w;,} es linealmente independiente, el altimo resultado
induce la igualdad

il )i — A =0
de donde
M = Ai(aa)ix = ()i,
asi obtenemos
A = (a)EN.
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Por lo tanto, la matriz asociada a T es

M = (ad)"
— O/TOzT
= M2M17
esto es,
M = MM,

que es lo que se queria demostrar.

14.4. Ejemplo

Por ejemplo, consideremos las transformaciones lineal

Ti(z,y,2) = (x—y+z,20+y—2z20+y+2),
TQ(x,y,Z) = (—$+2y+2’,—l‘—y—|—2,—l‘—|—y+2),

por lo que
T(x,y,z) = (ThoTy)(x,y,2) = (Br+4y—2z,2+ 2,2z + 4y — 2).
Ademés, usando la base candnica
(1,0,0), (0,1,0) (0,0,1)
se obtienen

Ty(1,0,0) = (1,1,2) =1(1,0,1) 4+ 1(0,1,0) + 2(0,0, 1),
Ty(0,1,0) = (=1,1,1) = —1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),
T,(0,0,1) = (1,-1,1) =1(1,0,0) — 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),

de donde se obtiene la matriz

1 1 2
o= -1 111,
1 -1 1
por lo cual la matriz asociada a T} es
1 -1 1
My=al=(1 1 -1
2 1 1
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También utilizando la base canoénica se llega a
T»(1,0,0) = (-1,-1,—1)=-1(1,0,0) — 1(0,1,0) — 1(0,0, 1),

T,(0,1,0) = (2,—1,1)=2(1,0,0) — 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),
T»(0,0,1) = (1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),

de donde
-1 -1 -1
g = 2 -1 1],
1 1 1

por lo que la matriz asociada a T5 es

T(1,0,0) = (3,0,2) =3(1,0,1) 4+ 0(0,1,0) + 2(0,0,1),
7(0,1,0) = (4,1,3) =4(1,0,0) 4+ 1(0,1,0) + 3(0,0, 1),
7(0,0,1) = (-2,1,—-1)=-2(1,0,0) + 1(0,1,0) — 1(0,0, 1),
de donde
30 2
a= 4 1 3|,
-2 1 -1
asi la matriz asociada a T es
3 4 -2
M=od"=[01 1
2 3 —1
Se puede observar que se cumple M = MyM, es decir
3 4 -2 -1 2 1 1 -1 1
01 1 = -1 -1 1 1 1 -1
2 3 -1 -1 11 2 1 1
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14.5. Cambio de base y matriz asociada
Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y
T7:V—V
una transformacién lineal, ademas sean
{vi, 00, 0n}, {op, 05,0}

dos bases diferentes de V. Supongamos que N es la matriz de cambio de base,
M la matriz asociada a T con la base {v;}(: = 1,2--- ,n) y M’ la matriz
asociada a T con la base {v]}. Entonces, se cumple

M'=N"'MN.

Para mostrar esta afirmacion, primero recordemos que debido a que {v;} y
{v}} son bases de V' y N es la matriz de cambio de base se tiene

I T s
Ui_NijUj7 ]_1a27"'7n~

También recordemos que como M es la matriz asociada a T' con la base {v;}
y M’ es la matriz asociada a T con la base {v.} se cumple

T(v;) = Mi:;vj,
T(v) = M)
Por lo tanto
T(v)) = T (Njv;)
N T (v;)
N My
= (MN)lu,

ademéas

/ T
I'(v)) = M5 v

IT N7 T
= Mij Njkvk

= (NM")], v,
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de donde
(MN)] v, = (NM');, vy,
es decir
[(MNY, — (NMY,] v =0,

Como el conjunto de vectores {v'} es una base de V, se encuentra

(MN)j, = (NM')j,
que implica

(MN)T = (NM")T.
Esta igualdad se puede escribir como

MN = NM',
asi obtenemos
M =N"'MN,

que es lo que se queria demostrar.

14.6. Ejemplo
Por ejemplo, consideremos la transformacion lineal
T(x,y,z) = 2x+y+z,—v—y+32,2x —y + 3z2),
con la base candnica
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
se obtienen

T(1,0,0) = (2,—1,2) =2(1,0,0) — 1(0,1,0) + 2(0,0,1),
T(0,1,0) = (1,—1,—1) =1(1,0,0) — 1(0,1,0) — 1(0,0, 1),
7(0,0,1) = (1,3,3) =1(1,0,0) + 3(0,1,0) + 3(0,0, 1),
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por lo que se encuentra

2 -1 2
a=[1 -1 -1,
1 3 3

entonces la matriz asociada con esta base es

2 11
M=oa"=[ -1 -1 3
2 —1 3

Mientras que con la base

se encuentra
T(1,1,0) =
T(1,-1,0) =
T1,1,1) =

que implica la matriz

(1,1,0), (1,-1,0), (1,1,1)

1 3
(3,-2,1) = —5(1, 1,0) + 5(1, —1,0) 4+ 1(1,1,1)

5 1
(1,0,3) = =5 (1,1,0) + 5 (1, =1,0) +3(1, 1 1),

3 3
(4,1,4) = —5(1, 1,0) + 5(1, —1,0) +4(1,1,1),

Q
I
|

D[ COND | OO | =
D[ QO [ =0 | Ot

4

de donde la matriz asociada con esta base es

L[ -1 -5 -3
:aT:5 5 1 3
2 6 8

Ademés podemos ver que

(1,1,0) = 1(1,0,0) +1(0,1,0) +0(0,0, 1),
(1,-1,0) = 1(1,0,0) — 1(0,1,0) + 0(0,0,1),
(1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1),

que induce la matriz



asi la matriz de cambio de base y su inversa son

1 11 (1 1 =2
N=pl=|(1 -11 |, N*lz5 1 -1 0
0 01 0 0 2

Con estas matrices se puede ver que se satisface M’ = NMN™!, es decir

1 -1 -5 =3 1 1 1 =2 2 11 1 11
3 5> 1 3 | = 3 1 -1 0 -1 -1 3 1 -1 1
2 6 8 0 0 2 2 -1 3 0 01

14.7. Ejercicios

1.- Con la base canonica, obtener la matriz asociada a la transformacion
lineal

T(x,y,2)= e +3y —z,o+y+ 2z, — 2y + 32).

2.- Suponiendo que se usa la base canénica, encontrar la transformacion
lineal estd asociada a la matriz
3 01
M=14 -1 1
1 21

3.- Usando la base canoénica y la matriz asociada, obtener la funcién inversa
de transformacion lineal
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Capitulo 15

Producto escalar

En este capitulo veremos la definicién de producto escalar en un espacio
vectorial. Ademas veremos ejemplos de espacios vectoriales con producto es-
calar.

El concepto de producto escalar para vectores en R" se encuentra en los
trabajos fundamentales de Hermann Gunther Grassmann, que datan de 1884.
En la actualidad este concepto importante para entender temas de diversas
areas como geometria diferencial, mecanica cuantica, analisis funcional, entre
otras.

15.1. Definicion

Una operacién importante entre vectores es el producto escalar. Este
producto manda dos vectores a un nimero complejo

h: VxV=C

y debe satisfacer los axiomas:

Yo eV (v|v) >0, (v|v) =0 <= v =0, (15.1)
Vo, u,w € V (v + u|w) = (v|w) + (u|w), (15.2)
(15.3)
(15.4)

Vo,ue V, e C (v|Au) = A (v|u),
Yo,u €'V, (v|uy = ((ulv))”.

~— ~— ~—
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Existen diferentes implicaciones de estos axiomas. Por ejemplo, para cual-
quier vector v se cumple

(v

0) = 0.

En efecto sabemos que v — v = 0, entonces

(0|0) = (v[o—v)
= (o] = (vv) =0,

que es lo que se queria demostrar

Otra implicacion es que si A es un nimero complejo y vy, vy dos vectores,
entonces se cumple

</\’U1 |’U2> = )\* <',' //2> .

Esta igualdad es correcta, pues considerando que los nimero complejos cum-
plen que
* * %k *\ ¥
(z122)" = 2123, (%) =2

y los axiomas ((15.3)-(15.4) se encuentra

(Avifvg) = ((Avalvr))”
= ( (valv1))”
A" ((vavr)”
= A (((vifv2)))”
(

= )\ ’01|U2>

Antes de ver otras propiedades del producto escalar, veremos algunos ejem-
plos de ellos.

15.2. Ejemplos de producto escalar

15.2.1. Producto escalar en C"

Si tenemos dos vectores en C",
U:(UI)U%"'uvn) y U}:<U}1,w27"',wn),
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el producto escalar se define como

n
mlan = 2% ST ¥y — v¥an.
(vjw) = viwy +vywy + - -+ vnw, = g vy w.
i=1

Note que a los vectores v y w se les puede asignar las matrices columna

U1 wy
V2 W2
v = ) w = ,
Un Wy,
por lo que
w
. w2
vTw = ( vl vy e U )
Wp,

=vjw; + vawy + -+ - Vv wy,

n

= Z viw;
i=1

= (v|w),

asi el producto escalar en el espacio C" se puede escribir como

(wlw) = v*Tw.

Ahora podemos ver que

(why = vTv

ViU F UV + - U,
[o1]? + |va|* + -+ - + |va > > 0,

ademaés si

|U1|2 + |f02|2 + e + |U'n,|2 = 07
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entonces
v =0,09=0,--- v, =0,

por lo que
v=(0,0,---,0).

Asi esta defincion de producto escalar cumple el axioma (15.1)).

Ademés, tenemos que

w|(wy +ws)) = v (wy + wy)

Tw1 + U*T’LUQ

= (vlw) + (v|ws) ,

= U*

entonces esta definicion de producto escalar respeta la suma de vectores y se
cumple el axioma (|15.2)).

También se puede ver que si A es un ntimero complejo se tiene que
) = v w
= wlw

= Avfw),

en este caso podemos concluir este producto escalar cumple el axioma ((15.3)).

Ahora, recordemos que el complejo conjugado respeta la suma y que cual-
quier nimero complejo satisface (2*)* = z, entonces se puede observar que
* *
((vjw))" = (viwy +v3wy + -+ + viwy,)

_ * 0\ * * * 0\ * * * 0\ ¥ *

= (V)" wi + (v3) wi + -+ (v) wy,

= nw] +vw; + - + v,

= wiv +wivy + -+ w,v,

— w*TU

= (wlv),
es decir,
(w]v) = (v|w)”

de donde se cumple el axioma (|15.4)).
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15.2.2. Funciones

Si g(z) es una funcion real, continua y positiva en el intervalo (a,b), para
el espacio vectorial de las funciones continuas, {f}, que va del intervalo |[a, b]
a los complejos, tales que

/ drq(z) f*(x)f(x) < o0,

se puede definir el producto escalar como

(flg) = /"d:rqcr)f*(x)g(a:). (15.5)

Ja

Considerando las propiedades de ¢(z) y f(x), el primer axioma de producto
escalar se cumple pues

b
1 = [ s @
b
- [ dw@ls@P 2o
Ademés, como f es una funcién continua, se tiene
b
(115) = | duala)| @) =0 = f(a) =0,
El segundo axioma de producto escalar se cumple, en efecto
b
U+ 920 = [ deg@)f" @) (oa(o) + ga(o)
b
— [ dele@) s @) + a@)f (2)ga(e)

b b
N / dzq(z) f*(x)g1(2) +/ drq(x) f*(x)g2(x)
= (flg) + (flg2) -
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Los axiomas restantes también se cumplen, para probar esta afirmacion su-
pongamos que A es un niimero complejo, entonces

(flg) = / deq(z) f* (2)Ag(z)
¢ b
_ / drq(x) £ ()g(x) = A (flg) .
ademas

(flo)" =

Por lo tanto, la ecuacifon (15.5)) es un producto escalar para el espacio vectorial
de las funciones.

15.2.3. Matrices

Supongamos que M y N pertenecen al espacio vectorial de las matrices
de entradas complejas de n x n, definiremos el producto escalar entre estas
matrices como

(M|N) =Tr (M*"N). (15.6)
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El primer axioma se cumple, pues

(M|M) = Tr(M"M)

n

- Z (M*TM)u

=1

- i i (M*T)zk My

i=1 k=1

= 2.0 MM

i=1 k=1
i=1 k=1
esto es
(MIM) =" " [Myl* > 0.
i=1 k=1

De donde, si (M|M) = 0, entonces My, = 0, es decir M = 0.

Ademas, si N7 y N, son matrices de n X n,
(MINy + No) = Tr (M (Ny + Ny))
= Tr (M*"Ny + M*"N,)
= Tr (M*"Ny) + Tr (MTNs)
= (M|Ny) + (M|N3) .

Por lo que se cumple el segundo axioma de producto escalar.

También se puede observar que si A es un nimero complejo, entonces

(MIAN) = Tr(M*TAN)

n

- Z (M*T)‘N)u‘

1=1

- Ay (),

= \Tr (M*TN)
= A(M|N).
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Adicionalmente, se encuentra

(MIN) = Tr(M*"N)

Por lo tanto, (15.6) es un producto escalar para el espacio vectorial de las ma-
trices de n X n.

Por ejemplo, consideremos las matrices de Pauli

01 0 —z 1 0
0-1:(1 0)7 UQI(Z 0>7 03:(0_1)7

que tienen diferentes aplicaciones en mecanica cuantica. Suponiendo que [ es
matriz identidad, se puede probar que estas matrices satisfacen

(Iloy) = Tr(o;) =0,
(oilo)) = Tr ((ai)*Taj) = Tr(o0;) = 26,;.

15.2.4. Sucesiones

Si tenemos dos sucesiones s; = {a, }5°, v s2 = {b,}22, donde a,,b, € Cy
> solanl? < 00,3, 50 10n]? < 00, se puede definir el producto escalar como

(s1]s92) = Z arby,.

n>0

Observe que éste es una generalizacion del producto escalar entre vectores.

15.3. Vectores ortogonales
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Se dice que los vectores vy y vy son ortogonales si

(v1|vg) = 0.

Por ejemplo, los vectores
v = (1,-1,1), vy = (2,2,0)
son ortogonales, pues

<Ul|1}2> - (17_171) (27270)
1-24(-1)-2+1-0
= 2—-240=0.

De la misma forma, tomando g(x) = 1 y el intervalo [—1, 1], la funciones

fl@)=2,  gla)=2"

son ortogonales, pues

Ademaés, las matrices

11 1 -1
we(o ) w=(00)
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son ortogonales, pues

(M| My)

15.4.

Tr (M7 1)
(D)
()
(o )

Vectores normales o unitarios

Se dice que un vector v es normal o unitario si cumple que

Por ejemplo, el vector

es normal, pues

(v]v)

(v|vy = 1.

1

v = %(1,—1,2)

1 1
%(1, —-1,2) - %(1, -1,2)
L-1+(-1(-1)+2-2

6

o 1.
6



es normal, pues

1 V2 2
2)
1
B 33 _ 1
23 7
-1

Ademas, la matriz
v-glin)
(M|M) = Tr(M"M)
-G w0 )
-5 (1) (61))
_ %T(;l ;)

442
Y
6

cumple que

Asi, M es una matriz normal.

En general, si v es un vector diferente de cero, siempre podemos construir
un vector unitario. De hecho, en este caso se cumple que (v|v) > 0y se puede
definir el vector
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el cual es unitario. En efecto, se satisface

(ulu) = | | )

es decir
(ulu) =1,

por lo que u es un vector unitario.

15.5. Ortonormalidad e independencia lineal
Se dice que un conjunto de vectores,

{Ui}?:l = {'017 Vg, - 7vn}7

es ortonormal si

U;|Vj) = 6L* é*} - 17 27 LN
J J

En otras palabras, un conjunto de vectores, {v;}_,, es ortonormal si cada vec-
tor es unitario y es ortogonal al resto de los vectores del conjunto.

Si un conjunto de vectores es ortonomal, entonces es linealmente indepen-
diente. Para probar esta afirmacion, recordemos que un conjunto de vectores
{w;}, es linealmente independiente si cualquier combinacion lineal de la for-
ma

0= i biwi,
=1

implica b; = 0.
Ahora, supongamos que
{CLl, ag, -+, an}
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son un conjunto de escalares tales que

n
0= E a;v;.
i=1

Entonces, como los vectores del conjunto {v;}_; son ortonormales, si el vector
v; es un vector de ese conjunto se encuentra que

n

0 = <’UJ|0>: Uy ZCLZ”UZ'
=1

= Z (vjlaivs)

i=1

n

= Z a; (v;|vi)
i=1
n

i=1
esto es a; = 0, lo que completa la prueba.

Un conjunto de vectores ortonormal, {v;}",, tiene varias propiedades in-
teresantes. Por ejemplo, si v es una combinacion lineal de estos vectores, es

decir, si

n
v = E a;v;,

1=1

se cumple

(v

n
v) = Z |a;|?.
i=1
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En efecto,

que es lo que queriamos demostrar

n

(D awi| Y avy)

=1

n

j=1

Z Z (aivila;v;)

i=1 j=1

) ara; (vilvy)

i=1 j=1

n n
*
E E a; a;o;;

i=1 j=1

n
2_lail,
i=1

15.6. Ejemplos de conjuntos de vectores orto-

normales

En esta seccion veremos diferentes conjuntos de vectores ortonormales.

15.6.1. Exponencial compleja

Sea el conjunto de funciones

(B(p)} =

{

iny
e ¥

V2r

}, n ez

(15.7)

definidas en el intervalo [0, 27]. Este conjunto de funciones es ortonormal con

el producto escalar

(flg) = / " drf(2)g(x).
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De hecho

(@0(0)|P()) = / " dp (B0(9))" Dl9)

1 21
- dipeltm=m)e
2m J,
Sim = n, es claro que
1 21 ) 1 2
N dg@ez(n_n)@ = — ng =1.
2m Jo 2m Jo
Adicionalmente, si n # m se tiene
2 2w
L[ gpeitmme = L1 iy
or J, 2mi(n —m) 0

Por lo tanto,

(B0(0)| B (2)) = B | (15.8

es decir, el conjunto (|15.7)) es ortonormal y en consecuencia linealmente inde-
pendiente.

15.6.2. Funciones trigonométricas

Consideremos el conjunto de funciones trigonométricas

1  cosnx sinnx
p(x)} = , : , neN 15.9
W) = { = O (159

Este conjunto forman un conjunto de funciones ortonormales en el intervalo
[—7, 7] con el producto escalar

7o) = | drf@lgle) (15.10)

—Tr
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Para mostrar esta afirmacion ocuparemos las identidades

cos(a) cos(B) = % [cos(av — B) + cos(a + B)] (15.11)
sin(a) sin(B) = % [cos(a — ) — cos(a + )], (15.12)
sin(a) cos(fB) = % [sin(a + B) + sin(a — B)] . (15.13)

Ahora, obsérvese que se cumple

( 1 1 > / g d 1 1
—_— = PrT— = s
V2T | V2T _.  2m
( 1 Sinnx> _ i e 1 sinnz _0,
Vor| VT e 21 T
1 |cosnx T 1 cosnzx

{

NV B, =y

Esto nos indica que la funcion constante

V271

es ortogonal a las funciones

{cosnz,sinnx}.

Ahora, definamos [ = n — m y k = n + m, entonces considerando las

identidades ({15.11))-(15.13)) se llega a
sinmzx
(

NG

cosnx

NG

T sinmx cosnx
) = dx

o VTVT

1 /7 .
= — dz sin mx cosnx
ﬂ- —TT
1 T ) )
= — dr| sinkx +sinlx | = 0.
2 J_.
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Para el caso en que n # m, usando de nuevo las identidades ({15.11))-(|15.13)) se

encuentra

COS M T COSTMT COSMIT

N BV

1 iy
= —/ dx cos mx cos nx

cosnx

G

7T —T
1 vy
= 5 dx < cos(n —m)x + cos(n + m)x)
m —T
1 s
= — dx(coslx—i—coskx) =0,
2 ) .
sin nx |sinmx T sinnxsinmzx

{

N BV Y-

1 i
= —/ dx sin mx sin nx

/T

m —T
1 ™
= — [ dx ( cos(n — m)x — cos(n + m)x)
2r J_,
1 ™
= — dac(coslx—cosk:x) = 0.
2 J_.
Ademaés, se cumplen
cosnx | cosnx T COSNI COS NI

{

T LR e

1 iy
= —/ dx cosnx cosnx

VT

™ —T

L [ d
= 5 B x(cos(n —n)r+ cos(2n)x)
— 1 " d 1 § d —
= ) T+ ) zcos(2n)r =1,

sin nx > 4 d sin nx sin nx

NG BN N
1/7r ) )
= — dx sin nx sin nx

sin nx

Ve

™ —T
= [ e costn— )z — cos(2n)
= — x| cos(n —n)x — cos(2n)x
2m J_,
1 (7 1 (7
- S 2 =1.
o | dx o | dx cos(2n)x
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En resumen tenemos

(15.14)
(15.15)
(15.16)
(15.17)
(15.18)

(15.19)

Por lo tanto, el conjunto de funciones ([15.9) es un conjunto de funciones orto-

normales en el intervalo [—m, 7] con el producto escalar (15.10).

15.6.3.

Como otro ejemplo, consideremos las llamadas matrices de Dirac

Matrices de Dirac

\
oo o

S O =

<. O O

_ o O O

o)
(-

o O = O

que se usan en mecanica cuantica relativista. Se puede mostrar que las matrices

de Dirac cumplen

(I1h*")

(Y1)



Asi, el conjunto de matrices

1.1
=1, =" =0,1,2,3
{2a2’7}’ lu (b Bt e

forman un conjunto de matrices ortonormales.

15.7. Teorema de Pitagoras

Supongamos que v es un vector y {v;}?_; es un conjunto de vectores or-
tonormales, mostraremos que v se puede descomponer como la suma de dos
vectores ortogonales wy y wy y ademas que se cumple

(v]v) = (wi|wy) + (we|ws) .

En la figura (15.1)) se muestra una representacion geométrica de este resultado.

Wy

Figura 15.1: Representacion geométrica de la descomposiciéon de un vector v
en dos vectores wy, wy ortogonales.

Para demostrar esta afirmacion primero notemos que se pueden formar los

vectores
n

wy = Z (vi|v) vy

=1

n
wy =v— Y (vj]v) v,
j=1
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los cuales satisfacen

V= Wy + ws.

Asi, hemos descompuesto al vector v en los vectores wy y ws.

Ahora mostraremos que los vectores w; y ws son ortogonales, para probar
esta afirmacion observemos que
UJ’U ) >

o = (G -
()

=1
n n
- ((vilv) vi) | ((vs]v) vj))
i=1 j=1
n
= Z(vzh} vy ZZ vilv)" (v;]v) (vi]v;)
i=1 i=1 j=1
n
S SUIDHIERS 9 ALY,
=1 =1 j=1
n n
= (Wilv)” (wilv) = (wilv)* (vilv) = 0
i=1 i=1
es decir
<111"U»'2> 0

y los vectores w; y wsy son ortogonales.

Ademas, recordando que {v;}" ; es un conjunto de vectores ortonormales
se cumple

(wr|wy) = Z| vi|v
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Adicionalmente, considerando que w; y ws son vectores ortonormales, se puede

observar que
v) = <w1 + wo|wy +wz>

= () (o) + (o

= (wi|wi) + (w2fws),

(v

)+ o

.

que es lo que queriamos demostrar.

Tomando en cuenta los resultados anteriores, claramente se cumple que si
{v,} es un conjunto de vectores ortonormales, para cualquier vector v se tiene

que
(v|v) = Z | (oi|v) |2 + < </z; — Z (v;|v) m) | (1 — Z (vi|v) ’Ui> > :
i=1 i=1 i=1

Esta igualdad tiene diversas implicaciones importantes, algunas de ellas las
veremos en las siguientes secciones.

15.7.1. Desigualdad de Bessel

Note que el teorema de Pitagoras implica la desigualdad

Z | (vilo) [* < (vlv), (15.20)

que es conocida como desigualdad de Bessel.

»
/@@@

Friedrich Bessel (1784-1846) | nacié en Alemania y trabajo en diversas disci-

plinas como astronomia, fisica y matematicas. Las aportaciones mas importan-
tes de Bessel se dieron en el campo de la astronomia, incluso fue director del
observatorio de Kénigsberg y es considerado el mejor astronomo de su época.
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Una de sus contribuciones mas relevantes en matemaéticas son funciones que
llevan su nombrel y que tienen aplicaciones en astronomia, electrodinamica,
finanzas, etc. Ademas, la desigualdad que tiene su nombre es fundamental en
analisis matematico y andlisis funcional. Fue hijo de una sirvienta alemana.
Por problemas econémicos, de adolescente dejo la escuela para trabajar. En
sus trabajos adquiri6 diferentes habilidades matematicas. Primero trabajo con
un comerciante, después en una compania naval y posteriormente fue contra-
tado en un observatorio en donde mostr6 su gran potencial para la astronomia
y las matematicas. No tenia una eduacién universitaria, pero recibié un grado
de Doctor honorario por parte de la Universidad de Go6ttingen, por recomenda-
cion de Gauss. Como profesor realizd contribuciones relevantes para reformar
la educacion universitaria de su época.

15.7.2. Desigualdad de Schwarz

Sea w un vector diferente de cero, claramente el conjunto formado por

()

es ortonormal. Entonces, de acuerdo con la desigualdad de Bessel ([15.20]), para
cualquier vector v se cumple

2

‘ ()| <@) = W)’ < (ww) (o)

(w]w)

que implica

{(w|v)| < v/ {w|w)+/(v|v). (15.21)

Esta eta desigualdad se atribuye H. Schwarz.

»,
G

Hermann Schwarz (1843—1921)' fue un matematico y quimico alemén que

realiz6 contribuciones notables en areas como anélisis complejo, geometria di-
ferencial y calculo de variaciones. Realiz6 su tesis doctoral bajo la direccion
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de Karl Weierstrass en la Universidad de Berlin. Sus trabajos influenciaron
a Emile Picard para mostrar la existencia de soluciones de ecuaciones dife-
renciales ordinarias. Fue profesor de la Universidad de Berlin y miembro de
la Academia de Ciencias de Berlin. Como profesor influy6 a varias generacio-
nes de matematicos. Fue director de 20 tesis doctorales y entre sus estudiantes
se encuentran matematicos importantes como L. Fejér, P. Koebe y E. Zermelo.

15.7.3. Desigualdad del triAngulo

Sean v y w dos vectores, entonces

(v + w|v + w)

PRl R R
<
<

~ ~— ~— ~—

IN

De donde, recurriendo a la desigualdad de Schwarz ((15.21)) se tiene

tulo+w) < (o) + (whe) + 24/ Twfw) Vo)
= (Viwho) + Vi)

es decir,

(v 4+ wlv +w) < (\/<w|w> + \/<1|?>) i

esta igualdad se nombra como del tridngulo.

15.7.4. Igualdad del paralelogramo

Ademas, si v y w son dos vectores, entonces

(v+wlv+w)+ (v—wlv—w) =

= (v|v + w) + (w|v + w) + (vjv — w) — (w|v — w)
(v[v) + (vw) + {w|v) + (w|w) + (v|v) — (v|w)
— (w[v) + (wlw)

= 2((v[v) + (wlw)),
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es decir,

(v4+w

v+w)+ (v —w

v—w) =2 ((vjv) + (ww)),

que es la llamada igualdad del paralelogramo.

15.8. Espacios normados

Sea V' un espacio vectorial y || || una funcion de V' en los reales. Se dice
que (V;|| ||) es un espacio normado si
I) ||v|| >0,
IT) |lv|]| =0, = v =0,
I1D) ||| = |a|||v|], aecC,
IV) v+ w|| < ||| + ||w]]-

Observe que si V' es un espacio vectorial con producto escalar, entonces se
puede definir un espacio normado con la norma dada por

ol = v/Tlo).

Las propiedades I y I se cumplen, pues por los axiomas de producto escalar
se tiene que (v[v) >0y (vjv) =0 <= v =0.La propiedad II] se cumple,
pues si « es un escalar, se tiene

law]] = v/ {av]av)
= Vara (vv)
= Vlal?(vlv)
= lalV/{vlv)
= laf[[ol]

La propiedad IV también se cumple, pues usando la desigualdad del tridngulo
se encuentra

v +w|* = (+wv+w)

< (Viwlal + /0ol

= (Il + 1ol
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es decir,
v+ wl| < [lwl[ +[lv]].

Por lo tanto, un espacio vectorial con producto escalar es un espacio normado
con la norma dada por ||v|| = v/(v|v).

Note que utilizando la notacién de espacios normados, la igualdad del pa-
ralelogramo toma la forma

o+ wlf* + [Jv = wl[* = 2 (|[oll* + [lw]]*)

Mientras que, si {v;}, es un conjunto de vectores ortonormales, el teorema
de Pitagoras se puede escribir como

n

v — Z (vi|vy v,

i=1

ol = I {uilo) P +
i=1

Ademas, la desigualdad de Bessel toma la forma

n
D Huilo) P < Jolf?
i=1

y la desigualdad de Schwarz es

[{wlo)| < [lwl] o]l

15.8.1. Espacios métricos

Sea un conjunto M y d una funciéon de M x M en los reales. Se dice que
(M, d) es un espacio métrico si satisface que Vx,y € M se cumple

4) d(ey) >0
B) d(z,y)=0 = r=y
C) d(z,y)

) d(x,2)

-

A la funcién d se le llama distancia.
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Si V es un espacio normado, entonces se tiene un espacio métrico con la
distancia definida por

d(vy,vg) = ||v1 — val].

Los dos primeros axiomas de distancia se cumplen, pues

d(vi,ve) = ||vg — va|| >0 (15.22)

d(vi,v) =||v1 —ve]| =0 <= v —wvy =0,
es decir v; = vs.
También se cumple,

d(vi,v2) = |1 — val|
[[(=)(v2 —v1)]|
= (9] [lvz —vi|

[[vg — v1]]

= d(UQ, Ul),

por lo tanto, se cumple el axioma C'.

Ademas, por la desigualdad del tridngulo, se tiene

d(vi,v3) = |[lvg —vs]|
= |[|(v1 — v2) + (v2 — v3)|]
< lor = ol + [|v2 — ws]|

= d(Ul, Ug) -+ d(v27 U3)7

de donde se cumple el axioma D.

Asi, un espacio normado es métrico. Lo que quiere decir que cualquier
espacio con producto escalar es normado y por lo tanto métrico.
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15.9. Polinomios trigonométricos

Supongamos que {,(x)}>°, es un conjunto de funciones ortonormales en
el intervalo [a, b], es decir

b
<L'n’7~'m> - / (ZI([(7)I/':(I)L/'WI(/T> - (Sn,ma

Ja

aqui ¢(z) es una funcion de peso positiva en el intervalo (a,b). Con este con-
junto de funciones podemos hacer las combinaciones lineales

T.(z) = Z b (),
i=1

las cuales llamaremos polinomios trigonométricos. Observe que debido a que
{1 (x)}22, es un conjunto de funciones ortonormales, la norma de T,,(z) es

1Tl =D loal
i=1

Sea F'(x) una funcion del intervalo (a,b) a los reales tal que

b
(F|F) = ||F||* = / dzq(z)|F(x)* < oo,

a

entonces definiremos los coeficientes de Fourier de /' como

b

a, = (P,|F) = / dxq(z)V) (z)F(x). (15.23)

Ahora veremos que tanto se puede aproximar la funcion F(z) con polinomios
de la forma T, (z). El sentido de la distancia en este espacio estd dada por la
norma de la funciones. Asi, el problema es encontrar los polinomios tales que

d*(F,T,) = ||F - T,||* = /)qu(J‘)F(J) — T, ()| (15.24)
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es minimo. Basicamente se trata de encontrar los coeficientes b; que hacen
minimo ((15.24f). Podemos iniciar notando que

P(F,T,) = ||F =T = (F—T,F—T,)
= (F|F) = (FIT,) = (TL|F) + (T.|T5)
= ||F||2+!|Tn\|2—<F\ﬂL>—<T |F)

—ER I - S <F wi> _
=1

considerando la norma de T,(z) y la definicion de los coeficientes de Fourier
se llega a

1F =Tl = (IFIP+ Y (1l* = biaj = bias) .

=1
Ademaés, como
b —ail* = (b — ) (b — a;)’
= bl + |ail* — (bia] + b} i),
se tiene
bi — ail* — |ai|* = |bi|* — (bia] + b} aq),

de donde,

n

IF =Tl = [IFIP+ Y b —aif® =) laif.
=1

i=1

Claramente la distancia entre esta dos funciones es minima cuando b; = a;, es
decir, cuando el polinomio tienen los coeficientes de Fourier.

Si b; = a; se encuentra

IF =Tl = |FI]P = ) lail* > 0.

1=1
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Por lo que, para cualquier n

n
Tl =) lasl* < [IFII? < oo,

1=1

Esta es la desigualdad de Bessel, la cual implica que la sucesion ||Tn||2 =
S |ai|? esta acotada.

Un resultado de calculo diferencial nos dice que si una sucesion es mondtona
creciente y esté acotada, entonces converge [8]. Note que la sucesion ||T5,[|* es
monoétona creciente y esta acotada, por lo tanto converge. La pregunta es:;,
hacia donde converge? Sin demostrarlo, supondremos que converge a || F||?, es
decir,

. V2 1y ' 12 — 2 _ (1 ))2
Jim (TP = dim 3o = 3 Janf? = [|F1 (15.25)

=1 n>0

A esta igualdad se nombra de Parseval. Demostrar esta igualdad es un proble-
ma importante [9, [10], pero altamente no trivial y rebasa el proposito de este
escrito, por lo que solo tocaremos este tema en casos particulares.

Un resultado de calculo diferencial es que si ) la,|? converge, entonces
a, — 0. Este resultado tiene diferentes implicaciones fisicas. Por ejemplo, en
mecanica cuantica significa que es mas probable que el sistema esté en el esta-
do base. Mientras que en electrostética, significa que en un sistema de cargas,
los términos mas importantes son el monopolo, dipolo, cuddrupolo.

3
4@@

Marc-Antoine Parseval (1755-1836) | fue un matematico francés miembro de

la aristocracia francesa. Debido a su origen aristocrata, durante el inicio de
la revolucién francesa fue tomado preso por un tiempo. Cuando Napoledtn era
emperador de Francia y dominaba a toda Europa, Perseval escribi6 un poema
en su contra y tuvo que huir a otro pais para no caer en la cércel de nuevo.
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Regres6 a Paris cuando Napoleon fue derrotado. Intentd ser miembro de la
Academia de Ciencia de Francia, pero fue rechazado cinco veces. No probo
el teorema que lleva su nombre, pero mostré la importancia del teorema al
usarlo para obtener soluciones a diferentes ecuaciones diferenciales. Escribio
solo cinco articulos, pero le basté para que su nombre pasara a la historia de
las Matematicas.

15.10. Espacios completos

Cuando se cumple la igualdad de Parseval se dice que el conjunto de
funciones {¢n(x)},>0 es completo. En este caso, cualquier funcion F(x) con
||F'|| < oo, se puede escribir como combinacion lineal de {¢,,(x)},>0, es decir,

F("E) = Zan¢n(x)y

n>0

con a, el coeficiente de Fourier definido en ([15.23]).

En particular, cuando tenemos el conjunto ortonormal de funciones

1 cosnz sinnz
Y(xr)} = , , , neN
o ={ 7 U

tenemos las series de Fourier

(N sin nx
F(z) = + In——F—— +( n= =
@) 2 <( " m )

n>0

con

= — ) cosx,

> — (11F ) sin x.
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Las series de Fourier tienen aplicaciones en diversas disciplinas como electro-
nica, electrodinamica, finanzas, mecéanica analitica, mecéanica cuntica, etc.

Joseph Fourier (1768-1830) | fue un matemético y fisico francés cuyos resul-

tados influyeron en diferentes areas de las matematicas. Fue el décimo hijo de
una pareja de artesanos. A los 10 anos quedo6 huérfano de ambos padres y seis
de sus hermanos habian muerto. A esa edad fue adoptado por un musico que le
ensend a leer y escribir. A los 14 afios ingres6 a una academia de corte militar
en donde destacod por su gusto por las matematicas. Durante la revolucion fran-
cesa participé en un Comité Revolucionario apoyando a las ideas republicanas.
Después ingresé a la Escuela Normal Superior de Paris donde fue alumno de
Lagrange y Laplace. Al término de sus estudios adquiri6 una plaza de profesor
en la Ecole Polytechnique. Fue parte del grupo que acompaiié a Napoleon a
Egipto. Como fisico, tratdé de extender la ley de enfriamiento de Newton a
casos més generales, por lo que se interesé en modelar la propagacion del calor
en los metales. En particular, obtuvo la ecuaciéon de calor, que es una ecuacion
diferencial parcial que modela la difusion del calor. Sus trabajos fueron puestos
en duda por fisicos y matematicos, incluidos Laplace y Lagrange. Sin embargo,
los experimentos le daban la razon. En la fisica, sus trabajos ayudaron a fun-
damentar las leyes de la termodinédmica. Desde el punto de vista matemético,
sus contemporaneos cuestionaban sus métodos, pues tenia un nimero infinito
de soluciones para la ecuacién de calor. Sin embargo, a pesar de ser poco en-
tendidos, los métodos de Fourier fueron ocupados para resolver con éxito otras
ecuaciones diferenciales parciales. En realidad, Fourier estaba presentando a
sus contemporaneos por primera vez lo que en la actualidad conocemos como
un espacio vectorial de dimensién infinita, por lo que nadie era capaz de com-
prender las herramientas que él usaba de manera intuitiva. Para asimilar los
resultados de Fourier, las matematicas tuvieron que evolucionar en conceptos
fundamentales como el de derivada, continuidad, funcién, serie de funciones,
teoria de la medida, convergencia, etc. En su honor, las series de funciones y la
transformada integral que se usan para estudiar la ecuacion del calor llevan su
nombre. Para Lord Kelvin, Fourier fue un poeta de las mateméaticas. Fourier
muri6é por problemas del corazén en 1830, su nombre esta grabado en la Torre
Eiffel.
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15.11. Proceso de ornormalizacion de Gram-Schmidt

Sea V' un espacio vectorial y supongamos que en este espacio el conjunto
de vectores

{uy,ug, -+ u,} (15.26)

es ortormal, es decir, que se satisface

(uilug) = 0ij.

Ahora, supongamos que v € V, entonces se puede construir el vector

n
u=uv-— Z w; (uilv) .
i=1

Este vector es ortogonal a todos los vectores del conjunto (15.26]). En efecto,
se cumple que

(upli) = (ux

v — ZuZ (u;|v))

= () - <u Su <ui|v>>

= (o) = 3 Cughs) i)

= {uxlv) = Z5k (uifv)

(ug|v) = (urlv)
= 0.

Ademés, si se satisface

n

U=uv— Z w; (ug|vy # 0. (15.27)

1=1




podemos formar el vector

v g i (wif)
Hz) — Z;;l U; <1}|u'1?> H

el cual es unitario.

Por lo tanto, si se satisface la condicion ((15.27]), podemos construir el vector
u el cual es unitario y ortogonal a todos los vectores del conjunto (15.26]).
Entonces el conjunto

{u,uy,ug, -+ ;up} (15.28)

es ortonormal. El procedimiento que hemos mostrado nos ayudara a construir
conjuntos de vectores ortonormales.

Supongamos que

{v1,v9,++ v, } (15.29)

es un conjunto de vectores linealmente independiente. Usando el vector v,
podemos construir el vector unitario

Observe que el conjunto

{ur}
—
es ortonormal. Ademas, como v, es linealmente independiente de u; podemos
formar el vector no nulo

Vo — <U1 'L‘2> (5]
[lvg — (uq|vg) ug ||’

Uy =

el cual es ortogonal a u;. Por lo tanto el conjunto
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es ortonormal. Ademas, como v3 es linealmente independiente de u; y us po-
demos forma el vector

vg — (us|vs) ug — (uq|vs) uy
|[vg — (uz|vs) uz — (uafvs) ual|’

Uz =

el cual es unitario y ortogonal a u; y us. Por lo tanto el conjunto

{71,1 , U, ’11,3}

es ortonormal. Siguiendo este procedimiento, del conjunto linealmente inde-
pendiente (15.29)) se puede obtener un conjunto ortonormal. A este proceso se
le llama proceso de ornormalizacion de Gram-Schmidst.

15.11.1. Ejemplos

Consideremos el conjunto de vectores
{v1=(1,-1,1), v =(1,1,1) ,u3 = (—1,—1,1)},

el cual es linealmente independiente.

En este caso tenemos

[loa]] = V3,

por lo que
U1 (17 _17 1)
Uy = =

v V3

Ademaés tenemos que
1

(ur]va) = ﬁ’

de donde
’(22 = U — <U]_|U2> Uy

1(1L,-11)
V3 V3
= (1,1,1)—%(1,—1,1)

= (1,1,1) —



que implica

5 2
lasll = 5V,
asi
Us 1
Uy = —— = —(1,2,1)
||s| V6

Adicionalmente, se encuentra que

2
(u1|vs) = %, (uglvs) = —%,

entonces
s = vz — (up|vs) up — (us|vs) us
= (-1,-1,1) — \/§( \/%’ ) %%(1,2,1)
R R R = LLE (T
= (—1,0,1),
de donde
las]| = V2
asi
Us (—1,0,1)

U3: =

[Jus]| V2

Por lo tanto el conjunto de vectores

{ _ (1,-1,1) o (1,2,1) . (—1,0,1)}
uy = —\/g , Ug = NG ~ 7

es ortonormal.

Como otro ejemplo, estudiemos el conjunto de polinomios

{Ql(:c) =3, @Qzr)=2x-1, Q3(x)=z-— 2:1:2} ,

el cual es linealmente independiente. En este caso tomaremos el producto es-

calar
= [ st



Con este producto escalar obtenemos

Q@I = [ Q@i

1
= / 3%dx
-1

= 3%.2,
de donde
1Qu(2)]| = 32,
por lo que el polinomio
Ql(l') 1
P(r)= —7~~=—
' |Qi(=)I] V2

es unitario.

Ademaés tenemos que

(Py(2)|Qa(a)) = / 1 dx%@x )= Va

de donde
Py(z) = Qa(x) — (Pi()|Qa(x)) Pi(2)
= (2z-1)+ \/5%
= 2,
por lo que

L N

que implica

12(@)l] = 24/3
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asi el polinomio

es unitario.

También podemos ver que

(P(2)|Qs(2)) = } a2 = -
(Po(7)|Qs3(z)) = \/7/ drx(z — 227 :\/7
entonces
Py(r) = Qs(x) - <P1|Q3( 2)|Qs()) Py(z)
- -2 s \[ \[
= g — 22° —|—§—x
= ja-m)
por lo que
iz = (3) [ a-arp-22 ()
de donde
1Pl = 25,

asi el polinomio

es unitario.

Por lo tanto el conjunto de polinomios

{P1(:c) = %7 Py(z) = gfﬁa Ps(x) = % g (z - 3552)}



es ortonormal.

3
4\@@

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) | fue un matematico y actuario danés.

Realiz6 contribuciones en la teoria de niimeros y en el estudio de la funcion
zeta de Riemann. También se interesé en la probabilidad, estadistica y en los
métodos numeéricos. Gram fue hijo de un granjero danés, por lo que se interes6
en la silvicultura y en la aplicacion de las matematicas a la reforestacion de
los bosques. Gram murié en un accidente con una bicicleta.

—— TN =
BFS
Erhard Schmidt (1876-1959) Ifue un mateméatico aleméan. Cotribuy6 de forma

relevante al analisis funcional. De hecho, es considerado uno de los fundadores
de esta rama de las matematicas. Fue alumno de H. A. Schwarz y de David
Hilbert. En la Segunda Guerra Mundial apoyé a Hitler a quien admiraba y le
deseaba la victoria. En la época nazi fue autoridad de la Universidad de Berlin
y aplico algunas medidas en contra de judios.

El método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt se le atribuye a Gram y
Schmidt, pero en realidad Laplace y Cauchy ya lo habian empleado antes.

15.12. Ejercicios
1.- Realizar el producto escalar de los vectores
(—21,4,5), (6,5,1).

2.- En el intervalo [—1, 1] y la funcion de peso g(x) = 1, realizar en producto
escalar de las funciones
T, —x + 322

202



3.- Realizar el producto escalar de las matrices

— 1 3 1
A= < 0 2 ) ’ B = < 5 0 ) '
4.- Obtener un vector unitario del vector

(3, —1 + 2i,4).

1 -3
=2 )

obtener una matriz de norma uno.

5.- De la matriz

6.- En el intervalo [—1, 1] y con la funcién de peso ¢(x) = 1, obtener una
funcién unitaria de la funcién

flz) =a2* — 22

7.- Determinar si el siguiente conjunto de vectores es ortonormal
1 1
V6 V3

8.- Determinar si las funciones

(i, —i,2), (—i,i,1), (1,1,0).

1
V2

son ortogonales con el producto escalar

/  fa)g(a).

9.- Determinar si las funciones de la forma

son ortogonales con el producto escalar

/0 f(x)g(x)dx, mneN
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10.- Determinar si las matrices de Pauli

(01 (0 = (1 0
1= 10) 27\i o) 2?70 -1
son ortogonales.

11.- De los vectores
(2,0,0), (1,3,0), (1,2,1)
obtener un conjunto ortnormal de vectores.

12.- Con el producto escalar

(f(@)lg(x)) = / e o (n)g(a)d,

—00

del conjunto de polinomios

{QO =2, Qi(x)=z-1, @Qs(z)= 2% — x}

obtener un conjunto ortonormal de polinomios.
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Capitulo 16

Valores y vectores propios

En este capitulo veremos las definiciones de vector y valor propio. Daremos
algunos ejemplos y mostraremos que usando los vectores y valores propios la
representacion matricial de una transformacion lineal se puede simplificar.

16.1. Definicién

Sean M una matriz de n X n, v un vector de dimensién n y A un escalar.

Se dice que Jv es vector propio de M y A es valor propio de VI si se cumple

la igualdad

Mv = M.

Note que esta igualdad implica
Mv—X = (M—-1I\)v=0. (16.1)

Esta ecuacion siempre tiene como solucién a v = 0, con A\ arbitrario. Si la
matriz

M — 1\

es invertible, la nica solucion de la ecuacion (16.1) es v = 0. Por lo tanto, si
queremos soluciones no triviales de dicha ecuacion debemos pedir que existan
valores A tal que la matriz M — I\ no sea invertible, que implica

det (M — I\) =0. (16.2)
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16.2. Ejemplo

Antes de ver los resultados importantes sobre valores y vectores propios,
veremos un ejemplo. Con este proposito consideremos la matriz

21 0
M=|(o05 -1],
00 4

los valores y vectores propios de esta matriz satisfacen

2 1 0 T x
0 5 —1 y =Xl vy |,
0 0 4 z z
de donde se obtiene la matriz
2—\ 1 0
M- )M = 0 5—X\ -1
0 0 4—X\

Entonces, para tener soluciones no triviales se debe cumplir

2—-A 1 0
det (M — M) = det 0 5—-Xx -1
0 0 4—A

= 2-N6E-NE-X1)=0,

por lo tanto, tenemos los valores propios

Para obtener los vectores propios se deben resolver las ecuaciones

2 1 0 T T
0 5 —1 Y = 2| v |,
00 z z
2 1 T x
0 5 -1 Y = 95| v |,
00 z z
2 1 T T
0 5 —1 Y = 41 vy
0 0 4 z z
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que implican

1 1 1
vi=x1| 0|, wvu=xo] 3

0 0 2

con x1, Ty, x3 son arbitrarios.

Note que con los valores propios se puede formar la matriz diagonal

MO0 0 2 0 0
D=| 0x 0]=[0250],
0 0 M 00 4

mientras que con los vectores vy, vo, v3 se puede formar la matriz

que tiene la inversa

I
N | =W | Oy [

Se puede observar que con estas matrices se cumple la igualdad

D=U"'MU,
es decir
2 00 1—%—% 21 0 111
050:0§—§ 0 5 -1 0 3 2
0 0 4 005 00 4 0 0 2

Asi, la matriz M es similar a la matriz diagonal D.

16.3. Vectores propios e independencia lineal

Sean {vy, vy, -+ , v, } un conjunto de vectores propios no nulos con valores
propios {A1, A2, -+, Ay }. Si todos los valores propios son diferentes, es decir,
i # Aj con i # j, entonces el conjunto de vectores propios {vq,va, - vy} €s
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linealmente independiente.

Veamos el caso m = 1, para el cual tenemos

{oi}, {M},

en donde
M?Jl = /\1’01.

Como el conjunto
{vi}

consta de un solo vector, claramente es linealmente independiente.

Para m = 2, tenemos

{Ulyv2}7 {/\17/\2}7

en donde
Muvy = M,  Muvy = Agvy, A ?A Ao

Supongamos que

1V + QU = 0, (163)
entonces
MO = M (Oél?]l + CKQ’UQ)
= Olel)l + OZQM’UQ
= ozl)\lvl + 062)\21)2 = 0,
es decir

1A\ U1 + Qg Aty = 0. (16.4)
Ahora, multiplicando la ecuacion (16.3) por \; tenemos
Q1 AU + i gvy = 0. (16.5)
Restando la ecuaciones ((16.4)) y tenemos
061(/\1 - /\Q)Ul =0,

como A1 # A\ tenemos que
o] = 0.

208



Sustituyendo este valor en ((16.3) encontramos
Qg = 0.

Por lo tanto, si A\; # A2 cualquier combinacion lineal de la forma (16.3) implica
que a1 = ag = 0. Asi, el conjunto de vectores propios

{v1, v2}

es linealmente independiente.

Para el caso general haremos la prueba por induccion, la base de la induc-
cion m = 1 ya la hemos demostrado.

Ahora por hipoétesis de induccion supondremos que todo conjunto de
{01702, . ;Um}
vectores propios no nulos con valores propios diferentes
(N # A, iyj=1,---,m)

es linealmente independiente.
En el paso inductivo tenemos que probar que todo conjunto de

{vi,v2, Vs Vi } (16.6)
vectores propios no nulos con valores propios diferentes
i # A, ,j=1,--- ., mym+1
es linealmente independiente.
Supongamos que tenemos una combinacion lineal nula de los vectores
a1V + QaUg + - + A Up + Qg 1Umg1 = 0, (16.7)
entonces

MO = M (CY1U1 + aovg + - -+ AUy, + Oérn—i-lvn’b—f—l)
= aMvy +asMvy+ -+ aypMv, + it M,

= oAU + AUy + -+ AU + Q1 A1 U1 = 0,
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es decir
a1 A1 + @aXoUs + -+ + A A Um + Qi1 A 1Vme1 = 0. (16.8)
Ahora, multiplicando la ecuacion por A\, tenemos
A A 101 + Ny 102 + - F A A i1Vm + G Ami1Vmer = 0. (16.9)
Restando la ecuaciones y tenemos
a; (A1 — A1) v1 +ag (Ao — A1) v2 4+ -+ - + @ (A — A1) v = 0. (16.10)

Note que esta ultima igualdad es una combinacién lineal del conjunto de vec-
tores propios no nulos {vy, v, -+ , v, } con valores propios diferentes

()\i%)\jv Zvjzlaam)

Por hipoétesis de induccion, este conjunto es linealmente independiente, enton-
ces como (|16.10)) es una combinacion lineal nula temos que

a1 (A1 = App1) =g (Ao — Apg1) = - = g (A — A1) = 0.
Ademas, como \; # A; tenemos que
a1 =Qg =+ =q,, =0.
sustituyendo estos valore en encontramos
1 = 0.

Por lo tanto, si A\; # A;,7,7 = 1,---m,m + 1 cualquier combinacion lineal de
la forma (16.7) implica que a; = g =+ -+ = @, = e = 0. Asi, el conjunto
de vectores propios

{U17U27 e ,Um,'l)m+1}

es linealmente independiente. Esto termina la demostracion.

16.4. Matriz diagonal

Sean {vy,vq,- -+ ,v,} vectores propios de M, entonces M es equivalente a
un matriz diagonal. Para probar esta afirmacion, primero observemos que con
estos vectores propios

ail a21 an1
a2 @22 An2

U1 = . , V2 = . yttyUn = . (1611)
A1n Aon Ann



podemos construir los renglones de la matriz

11 Az -+ Aip
Qg1 Q22 -+ A2p

a= ,
Gp1 QAp2 - App

la cual tiene la traspuesta

@11 Q421 - Anl
Q12 Q22 -+ 4p2

al = L - (16.12)
Aip G2 " App

Note que las columnas de esta ultima matriz estan dadas por los vectores pro-
pios de la matriz M.

Se puede observar que si los vectores son linealmente independien-
tes, entonces los renglones de la matriz a son linealmente independientes y
por lo tanto el determinante de a es diferente de cero. Es decir, si los vectores
son linealmente independientes, la matriz a es invertible.

Ahora, sabemos que los vectores propios satisfacen la ecuaciéon
Muv; = A\,
por lo que usando las componentes de estos vectores se tiene
Mjkaik = /\iaz'j-
Ademaés, usando la matriz ((16.12), esta tltima expresion se puede escribir como

T _ T

entonces,

(MaT) g

= )\Z'CLT
Ji

g
Ahora, como la matriz a es invertible tenemos
-1 -1
(@), (MaT) = (a"), "

i iy i
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por lo que

((aT)_1 MaT> = Ay

li

Asi,
(™)' Md" = D, (16.13)
en donde D es la matriz diagonal
AN O -0
0 Ny -+ 0
0 0 - A
Se puede observar que el resultado ((16.13)) se puede escribir como
M=d"D (") ", (16.14)
es decir,
D=U"'MU, U=a". (16.15)

Como sabemos, la mayoria de operaciones con matrices son més faciles de rea-
lizar con matrices diagonales. Por esta razon, antes de realizar operaciones con
una matriz es mejor obtener sus valores propios y obtener su matriz similar
diagonal.

La nociéon de valor propio surgié en uno de los trabajos de Euler que trata
sobre métodos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias li-
neales, en 1743. Asimismo, Lagrange uso esta idea para resolver un problema
de mecénica celeste en 1774. Por las mismas fechas, D’Alembert ocupé esa
idea para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de tres osciladores.
Mientras que Cauchy us6 la nocion de valor propio en problemas de geometria
en los cursos que impartia desde 1815.

16.5. Operaciones con Python

Si tenemos la matriz

1 -1 2 1
-1 3 1 -2
A= 3 -1 1
1 -1 0 2



para obtener sus valores y vectores se puede usar el siguiente codigo de Python

import numpy as np
from numpy.linalg import eig

s b = np.array([[1,-1,2,1],[-1,3,1,-2],[1,3,-1,1],[1,-1,0,2]

. i)

s v,w=eig(b)

6 print (’valores -propios:’, v)
print (’vectores -propios’, w)

Listing 16.1: Valores y vectores propios de una matriz
con el cual se obtienen los siguientes valores y vectores propios

valores-propios: [4.52782655-,2.4290382,2.54377682,0.35743483]
vectores-propios;[[0.14439693,-0.5528967,-0.5781175,-0.82056069]
[-0.83689882,-0.22159463,-0.50232403,0.10163719]
[-0.35784446,0.79975351,-0.6277125,0.03373165]
[0.38819742,0.07480226,-0.13938343,0.56143762]]

16.6. Ejercicios

1.- Para la matriz

12 0
M=|6 -1 0
-1 -2 -1

Y

obtener su forma diagonal y la matriz cambio de base.

2.- Obtener los valores y vectores propios de la matriz

2 30
M=|1 21
-1 0 1
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Capitulo 17

Matrices similares

En este capitulo definiremos el concepto de matrices similares, mostrare-
mos que dicho concepto induce una relacion de equivalencia entre matrices y
veremos algunas de las implicaciones de esta relacion.

17.1. Relacién de equivalencia

Sea GG un conjunto y R un subconjunto de GXG.Si gy, 92 € Gy (g1,92) € R
se denota

g1~ g2

y se dice que ¢g; esta relacionado con gs.

Se dice que R es una Relacion de Equivalencia si se satisface las condiciones

Vged, g~g, (17.1)
Vg1, € G, si g1 ~ ga, entonces g2 ~ g1, (17.2)
V91,92,93 € G, sl gi~ga y g2~ g3, entonces g~ gs. (17.3)

Ahora, para cada g € GG definamos los conjuntos

xXg =19 €Glg~g'}.

Los conjuntos x, son importantes porque cuando la relacién R es de equivalen-
cia el conjunto GG se puede separar en conjuntos disjuntos. En otras palabras,

214



cuando la relacion R es de equivalencia y se cumple

| X.{nngz?é@-, 91,92 € G

si satisface
g1 ~ g2

| X.fh:X.(lz' |

Esta afirmacion es verdadera. Para iniciar, mostraremos que se cumple

entonces

Xg1 - Xgz2-
Supongamos que
9 € X
que implica
g~ g1
Ahora, como
g1 ~ g2,

y R es una relaciéon de equivalencia obtenemos

g~ g2
Este tltimo resultado nos indica que
9 € Xgo

y por lo tanto x,, C Xg,-
Ahora probaremos que se cumple

ng C Xgl‘
Supongamos que
9 € Xgs
entonces
g~ g2
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y como gs ~ g; entonces se cumple que

g ~ g1,
que implica
g€ Xa1
Por lo tanto
ng - Xgl'

Asi, hemos demostrado que se cumple

Xot € X2 YV Xgo € Xagn
de donde
Xg1 = Xga>

que es lo queriamos demostrar. Notese que este resultado también se puede
escribir como

Xo1 7 Xoas entonces Xg1 N Xgo = 0. (17.4)

También se puede probar que se cumple que

Uxgec =G, (17.5)
Xg #0. (17.6)

Cuando una familia de subconjuntos de un conjunto G satisface las propieda-

des (17.4)-(17.6) se dice que forma una Particion de G.

La ventaja de tener una particién en un conjunto es que en lugar de tra-
bajar con los elementos se puede trabajar con las particiones.

17.2. Equivalencia entre matrices

Ahora veremos una relaciéon de equivalencia entre matrices. Supongamos
que M y A son dos matrices de n x n. Definiremos la relacion

M~ A
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si existe una matriz invertibe U de n x n tal que se cumple

| M =U"'AU. | (17.7)

Por ejemplo, consideremos las matrices
2 4 10 2
=) =(00)
Estas matrices estan relacionadas, pues con la matriz
1 —1
=i 7)

y su inversa

se cumple
10 2\ _1/1 1Y) /2 4\ (1 -1
4 0) 2\-1 1)J\6 8)\1 1)

Cuando se satisface la ecuacion ([17.7) diremos que las matrices M y A son
similares y a R la llamaremos relacion de similitud.

La relacion de similitud es de equivalencia. Para mostrar esta afirmacion,
notemos que para cualquier matriz de n x n, M, se cumple

M=I"'MI

Donde [ es la matriz identidad. Por lo tanto, cualquier matriz de n X n siempre
es similar a si misma y se cumple la propiedad ([17.1)).

Para probar la propiedad (17.2), supongamos que M es similar a A, es decir
existe una matriz invertible U tal que se cumple la ecuacion (17.7). Notese que

la ecuacion (|17.7)) implica
UMU'=UUTAUU ! = A,
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por lo tanto, definiendo
U/ — U*l
se tiene
A=U""MU"

Asi, podemos afirmar que si M es similar a A, entonces A es similar a M. De
esta forma hemos probado que se cumple la propiedad (17.1]).

Para probar la propiedad (17.3)) supongamos que M;, My, M3 son matrices
de n x n y que M; es similar a My y M, es similar a M3. Entonces existen
matrices invertibles U; y U, tales que

M1 - UflMQUl, (178)
M, = Uy'MsUs,. (17.9)

Usando la ecuacion ((17.9) en la ecuacion (17.8)) y ocupando las propiedades
del producto de las matrices obtenemos

M, = U'MyU,
- Ufl (U{lMgUg) U1
= U7'U; MsULU,
= (U2U1)_1 M; (UyUy) .
Ahora, definiendo la matriz invertible
Us = U1 Uy,
tenemos
M, = U;'MsUs,

que indica que la matriz M, es similar a M;3. Asi, hemos probado que si M; es
similar a My y M, es similar a M3, entonces M, es similar a M3. Por lo tanto,
la relacion de similitud cumple la propiedad (|17.3)).

Como la relacion de similitud es de equivalencia, podemos concluir que los
conjuntos

Xu = {A € Myyp|3U € My, invertible M =U"'AU}

forman una particiéon del conjunto de matrices de n X n.
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17.3. Propiedades

Las matrices que pertenecen a la misma particiéon tienen propiedades se-
mejantes. Por ejemplo, si A es similar a M entonces

det M =det A,
Tr(M)=Tr(A),

Efectivamente, usando las propiedades del determinante y la traza, tenemos

det M = det(U tAU)
= (det U 1)(det A)(det U)

det U
= (det U) det A

= det A,

Tr(M) = Tr(U'AU)
= Tr(UU'A)
= Tr(A),

que es lo que se queria demostrar. Asi, dos matrices similares tienen el mismo
determinante y la misma traza.

17.4. Polinomios y funciones

Si las matrices M y A son similares se cumple

M" =U"1A"U (17.10)

)

esta afirmacion es correcta pues

M" = (UAU)"
= (U7'AU) (U7'AU) (U AU) --- (U AU)

J/

-
n

= U YAA---AAU

= U 'A"U.
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Ahora, supongamos que x es una variable real, entonces podemos formar un
polinomio de la forma

P(x) = ag + a1z + asx®> + -+ + a,z".
0 1 2 n )

donde a; (i = 0,1,2,...,n) son constantes reales o complejas. De la misma
forma se puede construir la matriz polinomio

P(M) = aol +ayM + aygM? + -+ + a, M™. ‘

Si M es similar a A, entonces

P(M) =U"'P(A)U. ‘

En efecto, usando la identidad ((17.10|) se encuentra

P(M) = P(U 'AU)
= aol + U AU + ay(U AU + -+ + a, (U TAU)"
= a)U'U+a U AU + aU AU + -+ + a,U P A"U
= U™ (a0l + a1 A+ apA® + -+ a, A") U
= U 'PA,

que es lo que se queria demostrar. De este resultado se puede deducir que
cuando la matrices M y A son similares si

entonces

P(A) = 0.

Lo que quiere decir que las matrices similares son raices de los mismos polino-
mios.

De forma general, si x es una variable real y se define la funcion

f(z) = Z apx”, a, € R,

n>0

220



también se puede definir la matriz

F0) = ar,

n>0

donde
M =T.

Se puede mostrar que si la matriz M es similar a la matriz A se cumple

f(M)=U"1f(AU.

La idea de matriz similar se puede encontrar en los trabajos de diferen-
tes mateméaticos como Cauchy. Sin embargo, el que noté la importancia del
concepto y lo defini6 de manera formal fue George Frobenius en uno de sus
trabajos en 1878.

»
—2Ehs

F. George Frobenius (1849-1917) | fue un mateméatico aleman que dio funda-

mentos solidos a diferentes areas de las mateméticas. Naci6 en el seno de una
familia protestante. Realiz6 sus estudios en la Universidad de Berlin en donde
fue alumno de Kronecker, Kummer y Weierstrass. Su tesis doctoral la realizo
sobre soluciones a ecuaciones diferenciales bajo la asesoria de Weierstrass. Fue
profesor de la Universidad de Berlin y de Eidgendssische Polytechnikum de Zii-
rich. En estas universidades realiz6 trabajos relevantes en algebra, funciones
analiticas, geometria y teoria de grupos. En algebra lineal, completé la prueba
del Teorema de Caley-Hamilton y sus trabajos fueron importantes para dar
solidez al concepto de transformaciéon lineal. Como profesor fue director de
tesis doctoral de matematicos importantes como Issai Schur, con quien estudio
la teoria de representaciones de grupos. Frobenius solia defender con pasion su
enfoque de las matematicas, por lo que tuvo varios conflictos con otros mate-
maéticos, entre ellos Klein y Sophus Lie.
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17.5. Ejercicios

1.- Con la matriz

y su inversa

1/1 -1
-1 _ =
=30
a) mostrar que las siguientes matrices son equivalentes
11 1 /-1 —1
=) ma @)
es decir, mostrar que

B=UtAU.

b) Obtener el determinante y la traza de las matrices A y B.

¢) Considerando el polinomio
P(x) = 2 + 4z + 52° — 2°

obtener P(A)y P(B).
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Capitulo 18

Exponencial de una matriz

En este capitulo estudiaremos la exponencial de una matriz y daremos va-
rios ejemplos.

18.1. Definicién

Supongamos que x es una variable real y se define la funciéon

entonces, si M es una matriz de n X n se puede definir la matriz

Fn =4,

n>0

supondremos que

con [ la matriz identidad de n x n. En particular, para la funciéon exponencial

e’ = Z %x”,

n>0
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se puede definir la exponencial de una matriz

En diferentes problemas de aplicaciones surgen expresiones de la forma

n
'y o )
(?()( M E ]\ [ n
n!

n>0

en donde « es un escalar real o complejo.

18.2. Ejemplo 1

Antes de continuar recordemos las series de Taylor de las funciones coseno
y seno

P <7>np2n
COS z = Z (2n)'~/ s

n>0

(7>” 7271,+1
Cn+1)!7

M= < U > , (18.1)

en este caso podemos plantear la exponencial

e< —(1) (1) ) (18.2)
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se puede observar que la serie de la exponencial se puede separar en potencias
pares e impares, es decir

Vo T
6&1(1, _ § *AJ”Q’”’
n!

n>0

1 N 1 o
— ﬂ,]zna,zn, + 73/{2714»10271,71.
; (2n)! HZ% (2n +1)!

Ademaés se puede observar que

v (o) ()

esto es

Este resultado implica las igualdades

M =(=)"1I,
M*" M =(—)"IM = (—1)"M.
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Por lo tanto,

nl\ —-1 0
n>0
1 0 1 2n
. 2n
B 2>'(—1 0) "+
n>0 n>0

= Jcosa+ Msina

_ 10 n 01 .

= 01 COS «v 10 sin o
B cos  sina

o —sinat cosa )’

en conclusiéon

0 1
. -1 0 ("< CoS &

—sin «

sin o
cosa )

Se puede observar que la matriz

cosa sina
—sina cos«

representa las rotaciones en dos dimensiones. Por lo tanto, la exponencial ((18.2))
representa rotaciones en dos dimensiones y se dice que la matriz (18.1)) es
generadora de las rotaciones en dos dimensiones.

18.3. Matrices de rotacion

Ahora estudiaremos las matrices
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00 0 001 0 -1 0
My=i| 0 0 —1 My =1 00O0], Msg=¢11 00
01 0 -1 0 0 0 00
y veremos qué forma tienen las matrices
A (@) = emia M ‘ (18.3)
Primero observemos que si n > 1, se tiene
000
M*=| 010 |="T, M""'=DM, (18.4)
001
1 00
M*=|[ 00 0 | =Ty, MM =DM, (18.5)
001
1 00
M= 010 |=Ts, M""' =M, (18.6)
000
es decir
ﬂjj?” =1j, ]\"I;'Z”—H = Mj, J=123.
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Considerando estos resultados, junto con las series de cosa y sin «, se tiene

—iaM; 1 ; n
emieM; — Zm(—zan)

= 3 G () )+ 3 gy (i) ()

1 . \2n 1 - \2n+1
= I+szm(—za) —i—MjZm(—za)

n>1
(_1)n 2 . (_1)n 2n+1
= I-T/+T, n M S L g
IRKIEDS e ! J;(Qn—i—l)!a

n>1

(_)na2n . .
— I—’_Z}—}—’.Z}ZW—zMjsma
n>0 ’

= I —-T;+Tjcosa —iM;sin.

De donde, tomando en cuenta las matrices ((18.4)-(18.6), tenemos

1 0 0
= 0 cosa —sinw
0 sino COS (v

oM

cosa 0 sina
e Mz — 0 1 0
—sina 0 cosa

cosa —sina 0
efzaﬁffg _ sin o cosa 0
0 01

Asi, e7"*M1 representa una rotacion sobre el eje z, e~**M2 representa una ro-
tacion sobre el eje y, mientras que e~*M3 representa una rotacion sobre el eje z.
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18.4. Matrices de Pauli

Las matrices de Pauli tienen aplicaciones en diversas areas. Estas matrices
se definen como

0 1 0 —2 1 0
01<1 O)’ 02<i 0>7 03<01)~

En este caso podemos ver que se cumple

por lo que,
01271 70_371 — U:‘?n — I
02n+l —
O'jthl =0y
UgnJrl —
Asi,
(Yoo (Za)n n
= ) 01
n>0 ’
_ oy e (i)Q"(Oz)Z" 27”“2 1) )2n+10_2n+1
n>0 ( 2TL + 1 '
( ) 2n+1
= [ +1
nzzo (2n) Z 2 +1 o1
_\n 2n - 2n+1
_ Z( ) (Oé|) [+i01z( )"(a) '
= (2n)! = (2n+1)!
= cosal +i0;sina,
es decir

€' = cosal + i0y sin a.
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De la misma forma, se obtiene

o9

L1033

=/l cosa + 109 sin a,

=1 cos o + 103 sin av.

Ahora, si n = (n1,n9,n3) es un

vector unitario, podemos definir la matriz

n-o=n

(

01 + Na0o + N303

ng My — 1Ms

ny + ing

).

—ns3

la cual cumple

n? +n3 +

a

0
2 "2 2
ny + ns + ng

1
0

0
1

9
ns
0

(1)

de donde

Por lo tanto, si a es un escalar,

Z@

n!
n>0

(,l')2na2n
%} (2n)!
yo et (=)

n
n>0

ian-o
e

(n

(2n
IZ( )"

n>0

es decir,

(n
2n
AL S Z a

2n

tenemos que

. o‘-’)”

. 6»)271 N <Z')2n+1a2n+1
= (2n + 1)!

n 2n+1

)2n+1

(A&

n+

n 2n+1

OZ 2n—|—

[cosa+iﬁ-asma,

an-a

(&

= Jcosa+1in -

gsina.
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Wolfgang Pauli (1900-1958) I fue un fisico austriaco que realizé trabajos fun-

damentales para el desarrollo de la mecénica cuantica. A los 18 anos terminé
su licenciatura y después realizé el doctorado bajo la direccion de Arnold Som-
merfeld en la Universidad de Munich. Posteriomente realiz6 una estancia con
Max Born de quien aprendio Algebra Lineal y la empezo a usar en la mecanica
cuantica. Las matrices de Pauli las obtuvo al estudiar propiedades del electron
que se descubrieron experimentalmente. En 1945 le fue otorgado el Premio
Nobel por sus trabajos en mecanica cuantica. Cuando Hitler anex6 a Austria a
Alemania, Pauli decidio irse a Suiza. En Suiza, Pauli recibi6 informacion sobre
el proyecto de la bomba atomica nazi y decidi6 alertar a la comunidad cientifica
del peligro que existia con esa arma. Posteriormente, viajo a Estados Unidos y
se convirti6 en ciudadano norteamericano. Cuando terminé la segunda guerra
mundial regresé a Suiza.

18.5. Exponencial de una matriz diagonal

Si D es un matriz de n X n diagonal, sus componentes se puedes escribir
como

donde ); son las componentes de la diagonal de la matriz D.

Asi, considerando las propiedades de la delta de Kronecker, encontramos
que las componentes de D? son

Di2j = (DD)ij
D Dy;
AiOik AkOj
AiA0i O
_

79
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es decir,

En general, se obtiene

por lo que

2 __\2¢

(DD"'D)Z‘]‘

Dileklngk2k3 e Dk

()\7/51]{?1)()\]?1 5k1k2)()‘k25k2k3) T ()‘kn—l(skn—lj)
Ai)\lﬂ Akz e /\knfl(;iklékjkgékgkg :

A"

Rl

n—1J

n __ \ng

Por lo tanto, si tenemos la matriz

F(0) = S 0,0

sus COIIlpOIleIltGS son

de donde

Por ejemplo, si D es una matriz diagonal de 2 x 2, es decir

(f(D))y;

n>0

D

Y
L 00N

).
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tenemos

f A2 0
2 1
D‘( 0 )\§>

y para cualquier potencia se tiene

0o /\—711 0
b < 0 A)

por lo tanto,

En particular, la exponencial de una matriz diagonal de 2 X 2 es

A O
. 0 X (e)‘l 0)

0 e

Como podemos ver, no es complicado obtener la exponencial de una matriz
diagonal.

18.6. Exponencial de matrices similares

Por lo general es complicado calcular de forma explicita la exponencial de
una matriz, pero si la matriz es diagonalizable, el problema no es tan compli-
cado.

Supongamos que M es diagonalizable, entonces esta matriz es similar a la
matriz diagonal

A0 oo 0
0 A -+ 0
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Donde los escalares \; son los valores propios de M. Asi, existe una matriz U

tal que se cumple

M =UDU™,

de hecho la matriz U es la matriz de cambio de base para pasar a la base de

los vectores propios de M.

Ademaés, podemos observar que se cumple

M" = (UDU-YUDU-YWUDU™Y---(UDU™Y)

N

J/

-~
n

= UDD---DU!
—_——
= UD"U™!,
esto es
M"=UD"U™ !,
Por lo que
GZV[ — iMn
n!
n>0
1 nyr—1
= Y =UD"'U
n!
n>0
= U(Y Lpr)o
N n!
n>0
= UeMUt,
es decir

que se puede escribir como

M =UePU,
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18.6.1. Ejemplo

Por ejemplo, para la matriz

=V 75)

es complicado calcular directamente su exponencial. Sin embargo, podemos
ver que los vectores propios de esta matriz son

A =1, A2 = 2.

Por lo que la matriz M es similar a la matriz diagonal

o-(11)

Ademaés usando los vectores propios de M, podemos construir las matriz de

cambio de base
2 1
o=(1 )

L 11
()

D=U"'MU,

cuya inversa es

se puede probar que

por lo que

()= G0 3)
<$_§) _ ( 2 1)(38)( 1 1)

es decir

Entonces



18.7. Inversa de exponencial de una matriz

Supongamos que A es una matriz de n X n entradas, entonces podemos
definir las dos exponenciales
| eA, ffA, |

esta matrices son inversas. Para probar esta afirmacién notemos que

- (5) (55

n>0 m>0

A3 AR A% 43
- (_§+§_E+§)+”'+

+ A"<(_>n+(_)n1+ (_)n72 +...+ﬂ+...+i’>+

n! n—=1!  (n-—2)12! (n — k)!k! n!

)

ademaés observe que

(DI C
(

n! n — k)k!
k=0
_ (), ) () (=) " 1
- ( AT Ty T T e T )
Por lo tanto,
| ete 4 =1,

asi, la matriz inversa de e? es e=4.
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18.8. Operaciones con Python

Si tenemos la matriz

-5 2 0 8
2 -6 3 9
A= -2 -1 5 =2
0o 1 3 -1

para obtener su exponencial podemos ocupar el siguiente codigo de Python

import math

2> import numpy as np
3 from scipy.linalg import expm

+ A = np.array([[-5, 2,0,8], [2,-6,3,9], [-2, -1,5,-21,[0,

1,3,-111)

5 expm (A)

Listing 18.1: Exponencial de una matriz

con el cual se consigue la siguiente matriz

array([[-3.99479428,-4.87126039,3.33780779,-24.77763456] ,
[-3.05198432,-4.75947525,-3.86016899,-26.31391653],
[4.91414347,1.87132571,-29.50944907,1.17754784],
[-1.28927097,-2.7143525,-5.98103362,-16.11975232]1])

18.9. [Ejercicios

1.- Obtener la exponencial de la matriz

M:<_62 ;))
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Capitulo 19

Sistema de ecuacilones diferenciales
lineales de primer orden con
coeficientes constantes

Como una aplicaciéon de los temas que hemos visto en otros capitulos,
veremos soluciones de sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes.

19.1. Sistema de ecuaciones diferenciales

Para ver como surge una expresion de esta forma notemos que la ecuaciéon
diferencial ordinaria

dx

— = ax,
dt '

donde « es una constante, tiene como solucion la funcion

en donde z( es una constante que expresa una condicién inicial.
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Ahora consideremos el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias

dx

dt
dy
dt

=ax + by,

=cx + dy,

(19.1)

(19.2)

en donde a, b, ¢, d son constantes reales. Podemos observar que usando las de-

finiciones

X_(x)f
Y

M= (

a
C

b
d

)

el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ((19.1)-(19.2) se puede expresar

de una forma mas sugerente

dX

= = MX.

dt

Por lo que podemos proponer la solucién

X(1) = eMXg, Xy = (

)
Yo

)

con X es una condiciones inicial. De forma explicita, la solucion tiene la forma

x
Y

>_

e Mt <

)

Yo

)

en donde

ei\jt _ €<

a
C

b
d

)

Asi, para resolver un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias
es necesario saber calcular la exponencial de una matriz.
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19.1.1. Ejemplo 1
Por ejemplo, consideremos el sistema de ecuaciones lineales

T = Py, (19.3)
] —f, (19.4)

que se puede escribir como

(f)):(—ﬁ ﬁ)(i)

Por lo tanto, la solucién es

e}

01

()=o) ey,

Antes de continuar, observemos que la serie de la exponencial se puede
escribir como

n>0
1 1
= Z% wM?’l(ﬁt)Qn + Z% (2n - 1)!M2n+1(6t)2n_1,

supondremos que M° = I, con I la matriz identidad de 2 x 2. También recor-

demos las series
(_)n 2n
cosz = E (Qn)!z ,

n>0

o ()" onnt
smz = Zmz +.

n>0

01
v-(o)
de donde encontramos que se cumple
01 01
2 _
wo= (So)(40)
_ (10
N 01

= ()1

Ahora definamos la matriz



es decir,

M? = (-)I.
Este resultado implica la expresion

M?" = (=)"I.
También se encuentra

M2n+1 — M2nM
= -y
= (rw

esto es
M = (—=1)" M.
Por lo tanto,

“3(_? é>ﬁt=zl (_(1) é)nw)"

n!

1 01\ on 1 0 1\
- Tagl o) O Sy de) o
SIS RICILES B SRV IR
— 1Y VB MY s (e

= [Icosft+ Msin Bt
10 01 .
- (O 1>Cosﬁt+(_1 0)5111615
cos ft  sin ft
—sinfft cospt )’
es decir

01
e( -1 O)Bt( cos [t sinﬁt)'

—sin ft cos 5t
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Por lo tanto la solucion al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ([19.3])-

@) s

01

x B ( —-1 0 )Bt o \ cos ft  sin ft o

Y - ° yo )\ —sinft cosft Yo
B xg cos Bt 4 yo sin Bt

- —xgsin St + ypcos ft )’

es decir
xr = xgcos Pt~ ygsin S,
= —uxpsin ft + yg cos ft.

19.2. Ejemplo 2
Counsideremos el sistema de ecuaciones lineales

que se puede escribir como
T 0 -2 x
()= 506
Por lo tanto, la solucién es
0 —2

()=t 1)

Los valores propios de la matriz

son

mientras que los vectores propios estan dados por

() ()
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Entonces, la matriz de cambio de base y su inversa son

1 1
c= ()
-1 _%
1 -1 -2
o - (372)

Por lo que
(2 0\ .4
D—(O 1>—U MU,
de donde
0 -2\ 2 0 1
(v 3)-v(i )
Asi,

<0_2>m (2 0)@
e 1 3 — Ue 01 -1

B 11 et 0 -1 -2
RN 0 e 2 2

—ePt 4 2ePt —2e2Pt 4 2ePt
= 026t _ Pt 0028t _ Bt |-

De donde, las soluciones del sistema de ecuaciones ((19.5)-(19.6)) son

T = (Qeﬁt — ezﬁt) o+ 2 (ewt — eﬁt) Yo,
y = (%" =€) zo+ (2¢°7 — ) yp.

19.3. Ejemplo 3

Ahora veamos como resolver el sistema de ecuaciones

t = fx+ By, (19.7)
) = 4Bz + By. (19.8)

=) =),

Primero definamos



por lo que el sistema de ecuaciones ((19.7)-(19.8) toma la forma

dX
— =0MX. 19.
== (19.9)

Los valores propios de M son

cuyos vectores propios son

(1) (1)

Ademas, la matriz de cambio de base y su inversa son
1 1
=)
172 1
-1 _ 2
VU= ( 2 -1 )

y se cumple

Ahora, definiendo

X:UlX:<x>,
Y

el sistema de ecuaciones (19.9) toma la forma

WX pw-rav)w-1x),

es decir
dX -
— = fDX.
dt p
Note que en este caso las condiciones iniciales estdn dadas por

X(): ( 3?0 ) :U_lXo.
Yo
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Este sistema de ecuaciones tiene la forma

il5) =0 2

@RI
~_

lo que implica

dz
= — 387%
i bz,
dy _
o = P
Cuyas soluciones son
T = ez,
y = ey
Entonces
- T e3bty
X = UX:U(g>:U<€ Btyg)
€3Bt 0 )
() (G
e3ht 0 1 ( =
U < 0 €_Bt ) U Yo ’
es decir,

1/1 1 et 2 1 o
X - - —Bt .
4\ 2 =2 0 e 2 —1 Yo
Asi las soluciones del sistema de ecuaciones ({19.7)-(19.8) son
X —=

(% + e P") o + }1 (%7 — Py,

(63& + e—ﬁt) Yo + (63Bt . e—ﬂt) %o

N~ DN~

19.4. Sistema de osciladores acoplados

Antes de iniciar esta seccidon recordemos que la ecuacion diferencial

d?z 9
— = —wz
dt?
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tiene como solucién

Vo .
2z = zgcoswt + — sin wt.
w

Ahora, un ejemplo de sistema de dos osciladores acoplados esta descrito por el
sistema de ecuaciones diferenciales

d*x

mﬁ = —k:la: + kz(y — QS),
d*y

Mmooy = —k1y — ko(y — ).

Este sistema de ecuaciones se puede escribir como

d*x

mw = —(k’l + kfg).fﬂ + k’zy, (1910)
d*y

Asi, definiendo
x k1 + ko —ks
X — M=
<y>’ ( —ky ki+ky )’
el sistema de ecuaciones ((19.10))-(/19.11)) se puede escribir como
d*X

Ademas, se puede probar que los valores propios de M son
)\1 == kl, )\2 - kl + 2k‘2,

cuyos vectores propios normalizados son

(1) ()

Con estos vectores propios, la matriz de cambio de base y su inversa toman la

forma
1 1 1
_ 771 _
v=v=25(1 )

y se cumple

[k 0\
D‘(o l<:+2k:2)_U MU.
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Ahora, usando la definicion
X=U"X= ( z ) , (19.13)

el sistema de ecuaciones ((19.12)) toma la forma

CUTX) 1
M = (U MU)(U ' X),

es decir
NEDe _
— =-DX.
e

Por lo tanto, tenemos la ecuaciones diferenciales

d*z
m— = —kiz
dtz 1 9
d*y
— = —(ky + 2ky)y,
mos (k1 + 2k2)y
cuyas soluciones son
_ _ 77096 .
T = ZTgcoswit+ — sinwt, (19.14)
w1
v
Yy = Yocoswst + 2 sin wat, (19.15)
W
con
5 k1 o k14 2k
wl = —, w2 =
m m

Observe que las soluciones ((19.14))-(19.15]) se pueden escribir como
= ([ x\ [ coswit 0 To %‘;ﬂ 0 Vo
() 070 ) () (0 ) (0
y considerando la identidad ((19.13)), se obtiene
(1:) :U<cosw1t O>U_1<a:0)
Y 0 coswst Yo
sin wit O . v
+U ( “1 sin wat ) U_ ( v ) )
0 T Voy
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por lo tanto,

1 1
T =5 (coswit 4 coswat) xg + 5 (coswit — coswat) Yo
1 /sinwit  sinwst 1 (sinwyt  sinwst
+5 + Voz + 5 - Voy,
2 w1 wo 2 w1 Wy
1 1
y =5 (coswit + coswat) Yo + 3 (coswit — coswat) g
1 /sinwit  sinwst 1 /sinwit  sinwst
+5 + UOy + = - Voz-
2 w1 %) 2 w1 Wo

El desarrollo del algebra lineal y de los sistemas de ecuaciones diferenciales
estan intimamente correlacionados. Por ejemplo, Euler (1707-1783) muestra
que una ecuacién ordinaria de orden n de coeficientes constantes se puede
reducir a un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden y este siste-
ma de n ecuaciones ordinarias se puede relacionar con un problema de valores
propios. Asimismo, D’ Alembert (1717-1783) mostr6 que el problema de las
ecuaciones de movimiento para osciladores acoplados se puede reducir a un
problema de valores propios. Vale la pena mencionar que Lagrange (1736-
1813) ocup6 métodos que hoy en dia se reconocen como del dlgebra lineal para
estudiar problemas de mecénica celeste. Actualmente sabemos que diferentes
problemas de ecuaciones diferenciales, ordinarias y parciales, en realidad son
problemas del dlgebra lineal en el espacio vectorial de funciones.

)

—— TN

sﬁg&

Jean le Rond D’ Alembert (1717—1783)' fue un fisico-matemaético y filosofo

francés que realizé aportaciones fundamentales a la mecanica, al algebra y a
las ecuaciones diferenciales. Siendo muy joven escribié un libro sobre calculo
integral y realiz6 una demostracion del teorema fundamental del algebra. Ade-
mas, se interes6 en dar solucién a problemas de mecanica celeste, dindmica
de fluidos, del movimiento de una cuerda vibrante y de diferentes ecuacio-
nes diferenciales. Como profesor, fue asesor doctoral de Laplace. En su papel
de intelectual se interes6 en que el conocimiento saliera de la academia y se
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divulgara en la sociedad. Junto con Denis Diderot (1713-1784) emprendi6 el
proyecto llamado la Enciclopedia, una obra escrita en la cual se intent6 colocar
todo el conocimiento que se tenia hasta esos dias. La conviccion de D’ Alembert
y Diderot era que el conocimiento se divulgara en la sociedad para el desarro-
llo humano. En ese proyecto también participaron personajes como Voltaire,
Montesquieu, Jacques Rousseau y Adam Smith. La Enciclopedia fue un gran
éxito editorial y causo6 revuelo en distintos ambitos sociales de su época. Debi-
do a que D’ Alembert era un ateo declarado, la Iglesia y la Monarquia francesa
presionaron para que D’ Alembert saliera del proyecto. D’ Alembert fue con-
trovertido y polémico desde su nacimiento hasta el iltimo dia de su vida. En
efecto, fue hijo natural de dos miembros de la élite francesa de la época, pero
nunca fue reconocido por sus padres y poco tiempo después de nacer su madre
lo abandonoé en la puerta de la iglesia de Saint-Jean-le Rond, de esa iglesia to-
mo6 su nombre. El nino D’ Alembert fue adoptado por una mujer humilde que
tomo el papel de su madre. Cabe senalar que hasta el final de sus dias sostuvo
su condicion de ateo por lo que fue enterrado en una tumba comun sin nombre.

19.5. Ejercicios
1.- Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T = 2xr—y,
= —2x+ 3y.
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Capitulo 20

Relacion entre el determinante y
la traza de una matriz

En este capitulo mostraremos que el determinante de una matriz se puede
relacionar con su traza y daremos algunos ejemplos de esta relacion.

20.1. Relacion

Supongamos que A es una matriz de n X n diagonalizable. Entonces existe
una matriz U invertible de tal forma que se cumple

N 0O - 0
P R I
0 0 An
donde \;,;7=1,2,--- ,n son los valores propios de A. Se puede mostrar que si

f(x) es una funcion de la forma
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entonces

) 0
| 0T 0],
00

por lo que

Ademas, como A es diagonizable se cumple
det A = I\,
de esta expresién se encuentra
det A = I\
_ eln(nyzl,\i)

B 5 ISt

eTr(ln A)

Y

es decir,

det A = T7(nA), (20.1)

Por lo que el determinante de la matriz A esta relacionado con su traza.

20.2. Determinante de la exponencial de una ma-
triz

Supongamos que la matriz A es de la forma
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donde M es una matriz de n X n, entonces

det A = eTr(lnA)
eT'r‘(lneM)

_ eTr(]W)’

por lo que

det (Ej‘w) — E)/T'r‘(;\xl). ‘
(5
N1 3

(V)
det | e 1 3 =3,

Note que si M es una matriz antisimétrica de n x n se cumple T'r(M) = 0,
entonces

Por ejemplo, para la matriz

tenemos que

det (eM) = 1.

20.3. Ejercicios

1.- Obtener el determinante de la matriz

M=e
2.- Si la matriz M se puede diagonalizar y T'r(M) = 0, determinar el valor

de
det (eM) .
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Capitulo 21

Operador adjunto

En este capitulo daremos el concepto operador adjunto y veremos algunos
ejemplos. Este concepto nos ayudara a obtener los valores propios de diferentes
transformaciones lineales.

21.1. Definicién

Dado un operador A lineal definiremos el operador adjunto, A', como el
operador que satisface

(Avlu) = (v|ATu),

con u 'y v dos vectores arbitrarios.

21.1.1. Matrices

Por ejemplo, para C" se tiene

(Avlu) = (Av)Tu
_ U*TA*TU
= (v|A™)

= v*T A,

de donde, para una matriz cuadrada con entradas complejas, la matriz adjunta
es

Al = AT (21.1)
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21.1.2. Derivada

Para el espacio vectorial de las funciones, el adjunto de un operador de-
pende fuertemente del dominio, las condiciones de borde que se satisfacen y
del producto escalar. En el espacio de las funciones suaves e integrables ¢ (x)
definidas en el intervalo [a, b] y que cumplen ¢ (a) = ¢ (b) = 0. se puede definir
el operador

con « un nimero complejo. Veamos cudl es el operador adjunto de este ope-
rador. Para ello, tomaremos el producto escalar

(1 ]ibn) = / ¥ (@ )a()do. (21.2)

En este caso, se puede notar que
il = [ anan@) e
- [ (ogn) v
= o a2y
e ( e L) _ g 200)

b

esto es

Ahora

(1] Al = / da (2) AT (),

a
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que implica la igualdad

\' L0

Note que este resultado depende fuertemente de que se cumpla ¢(a) = ¥(b) =
0.

21.1.3. Derivada con peso

Se puede observar que el adjunto del operador

0
A:Oé%

no esta bien definido con un producto escalar general
b
o) = [ dra@)f @), alw)>0
donde se satisface
g(x) >0  Va € [a,b]. (21.4)

Para este caso es més conveniente considerar el operador

~ a 0
A= ———,
q(z) 0z’

quien si tiene bien definido su adjunto. En efecto,

(Arlen) = [ dogo)Aun(a) (o)

e (@) valo
= O[* /ab d‘rawi‘ix)wQ(l)

- / ’ dzt(z) (—a*a%) ()




es decir,

(Avntvs) = [ doatorvito) (252 ) wate)

Ademaés, se debe cumplir

(i) = [ drgeyui)Atvato)

por lo cual se obtiene

21.1.4. Propiedades del operador adjunto

Hay dos propiedades importantes de los operadores adjuntos. La primera
propiedad estéa relacionada con las suma. Si A, B son dos operadores lineales,
se tiene

(A+ B)olu) = (o] (A+ B) u),
pero
(A+ B)vlu) = {((Av+ Bv)|u)
= (Av|u) + (Bv|u)
= <v]ATu> + <'U\BTu>
= <v| (AT + BT) u> )
Por lo tanto,

<U| (A+B)f \u> = (v| (A" + B u),

este resultado es vélido para cualquier par de vectores v y u, entonces

(A+ B)' = At + BT, (21.5)

La segunda propiedad esta relacionada con el producto de dos operadores:
(AB)v|u) = (A(Bv)|u)
= (Buv|Alu)
= (v|B'Alu)

— (v[(4B)u),
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que implica

‘ (AB)' = Bt AT, ‘ (21.6)

21.2. Ejercicios

1.- Obtener el operador adjunto de la matriz

3 - 1
M=\ 442 -1 1
1 1+2 1

2.- Obtener el operador adjunto de la matriz

1 1+20 3
M= 1-2 2 —i
3 4

3.- Obtener el operador adjunto de la matriz

3 4—-2 1
M=\ —t -1 1—-2
1 -1 1-=2
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Capitulo 22

Operadores hermiticos

En este capitulo veremos la definicion de operador hermitico y algunas
de sus propiedades. Los operadores hermiticos tienen aplicaciones en diversas
areas como la mecénica cuantica.

22.1. Definicién

Una clase importante de operadores son los autoadjuntos, que satisfacen

Af = A,

a estos operadores también se les llama hermiticos o hermitianos.

Ahora recordemos que en el espacio de la matrices de entradas complejas
de n x n el operador adjunto de una matriz A es

A]L _ A*T

Por lo que si A es una matriz hermitica se cumple

‘ (AT = A, (22.1)

Un ejemplo de matriz hermitica es la matriz identidad

10
(o 7)
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ademés las matrices

00 0
M, = iloo 1],
01 0
00 1
My = 4| 00 0],
~1 0 0
0 -1 0
My = il 1 00
0 00

son hermiticas.

Note que si la matriz A solo tiene coeficientes reales, entonces la condicion

(22.1) toma la forma

(M) = A, (22.2)

asi las matrices simétricas de coeficientes reales son hermiticas. Por ejemplo
las matrices

00 0
A=1(o0oo01],
010
2 0 4
B=[060],
40 5
9 2 0
c =12 6 -1
0 -1 5

son simétricas y por lo tanto hermiticas.

22.2. Valores propios de operadores hermiticos

Los operadores Hermiticos tienen valores propios reales. En efecto, si v es
un vector propio de un operador hermitico A con valor propio A, es decir, si
se satisface

Av = v,

259



se tiene

(Avlv) = (Av|v)
= A (vfo),

pero también tenemos

(Avjr) = (v]A"v)

que implica la igualdad
A" (v]v) = A(vlv)

que nos conduce al resultado

A=A

Asi, los valores propios de los operadores hermiticos son reales.

De la ecuacion (21.5) se puede ver que la suma de dos operadores hermiticos
es otro operador hermitico. Ademas, de la expresion (21.6]) es claro que si Ay
B son operadores hermiticos y conmutan, es decir AB = BA, entonces

(AB)' = BTAT = BA = AB.

asi

(AB)' = AB.

Por lo tanto, el producto de dos operadores hermiticos que conmutan es her-
mitico.

22.3. Ortogonalidad de vectores propios de ma-
trices hermiticas

Sea M una matriz hermitica de n X n, note que en este caso todos los valores
propios de M son reales. Ahora, probaremos que si v, y v, son vectores propios
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de M con valores propios A\, y A, diferentes, entonces v, y v, son ortogonales,
es decir

(Va|vp) = 0.
Para probar esta afirmacion, su pongamos que se cumplen la ecuaciones

Muvy = Aoy,
M’UQ = )\21)2.

Considerando estas dos ecuaciones y que M es una matriz es hermitica, se
tiene

A1 (v1|vg) (Ar1v1]vg)
= (Muvy|ve)
= (v| M)
= (vi|Muvs)
= (v1]Aov2)
Az (v1|vz),
esto es
AL(v|v2) = Aa(vifve),
de donde
(A1 — A2) (v1]ve) = 0.
Ahora, si
Ao — Ny # 0,
se llega a
(vi|vg) = 0.

que es lo que queriamos demostrar.

Observe que si todos los valores propios de M son diferentes, entonces to-
dos vectores propios de M son ortogonales entre si. En otras palabras, si todos
los n valores propios de M son diferentes, entonces con los vectores propios
de M se puede formar una base ortonormal. Note que en este caso la matriz
de cambio de base formada con los vectores propios de M tendra renglones
ortogonales entre si. Posteriormente a este tipo de matrices les llamaremos
unitarias u ortogonales.
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22.4. Ejemplo

Counsideremos la matriz hermitica

1 11—z
w= (s ),

los valores propios de esta matriz son
M=V3, A =-V3

y los vectores propios normalizados son

"=l e ) T A s )

los cuales son ortogonales. Ademas la matriz de cambio de base es

1 1

U — v 3—/3 s 3+v3
- 1 1 - o 3+1 1 .
24/3- f( ) 2 3+\/§( +1)

la cual satisface

L VAL (1 — i)
T T _ 3—V3 24/3—V3 -1
Ut = U= | V5 Vi Tl =u

V33 2343

22.5. Ejemplo con matriz simétrica

u(33)

la cual es simétrica. En este caso los valores propios son

Counsideremos la matriz

)\1:6, )\2:1,

mientras que los vectores propios normalizados son

() ()
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los cuales son ortogonormales. Ademéas la matriz de cambio de base es

52 4)

1 2 1
T _ _ 71
‘ ‘ﬁ<1—2> v

la cual cumple

K P
@8‘@\%

Charle Hermite (1822-1901) ffue un matematico francés que realizo diferentes

aportaciones a las matematicas. En particular, demostr6 que cualquier matriz
simétrica tiene valores propios reales y que el nimero e es trascendente. De-
bido a su aficién por los trabajos de Lagrange, de adolescente le llamaban el
pequeiio Lagrange. A los 20 afios inicié sus estudios en la Ecole Polytechnique.
Sin embargo, se le detect6 un defecto en el pie derecho y por esa absurda razén
las autoridades escolares no le permitieron seguir sus estudios. Posteriormente,
continud6 sus estudios en una Ecoles d’ Applications. A Hermite no le gustaban
los exdmenes, él preferia leer el trabajo de matematicos clasicos. Con el tiempo
logré obtener resultados importantes, asi que se convirtié en un matematico de
renombre. En 1869 regres6 a la Ecole Polytechnique como profesor y tiempo
después fue nombrado miembro de la Academia de Paris.

22.5.1. Parametros libres

Sea A una matriz compleja de n X n entradas. Si separamos esta matriz en
su parte real e imaginaria se tiene

A=A+iB,

con Ay B dos matrices de n X n con entradas reales. Usando esta descompo-
sicion, la igualdad (22.1)) toma la forma

(A+iB)*" = A+iB,
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es decir
AT —iBT = A+iB,
de donde
AT = A, BT = —B,

Por lo tanto, A debe ser una matriz simétrica y B debe ser una matriz antisi-
métrica.

Ahora, si una matriz real de n X n es simétrica, entonces los coeficientes
que estan sobre la diagonal son iguales a los coeficientes que estan de bajo
de la diagonal. Por lo que el primer renglon tiene n coeficientes reales libres,
el segundo rengléon tiene n — 1 coeficientes reales libres, el renglon £ tiene
n — (k — 1) coeficientes reales libres. Asi, el total de coeficientes libres de una
matriz simétrica es

n

27 ~n(n+1)
=

=1

Ademas, si una matriz de n X n es antisimétrica, sus elementos de la diagonal
son nulos y los coeficientes que estan sobre la diagonal son inversos aditivos a
los coeficientes que estan de bajo de la diagonal. En consecuencia, el primer
renglon tiene n — 1 coeficientes reales libres, el segundo renglon tiene n — 2
coeficientes reales libres, el renglon k tiene n — k coeficientes reales libres.
Entonces, el total de coeficientes reales libres de una matriz antisimétrica es

3
|

n(n —1)
5

7 =

.

Considerando estos resultados, podemos ver que la matriz A tiene

n(n+1)
2

parametros reales libres, mientras que la matriz B tiene

n(n —1)
2
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parametros reales libres. Por lo cual, considerando que
n(n+1 n(n—1
o nn+1)  nm—1)
2 2
llegamos a la conclusiéon que una matriz hermitica A de n X n con entradas
complejas tiene

parametros reales libres.

22.6. Matrices de Pauli

Supongamos que tenemos la siguiente matriz de 2 x 2 con entradas com-

plejas
a b
=(ra)

T a*
(5

Si A es una matriz hermitica, la igualdad A = A*T implica

de donde

*

a = a*,
d = d,
c = b

Por lo tanto, a y b deben ser nimero reales y se debe cumplir ¢ = b*. Asi, pa-
ra obtener todas las matrices hermiticas de 2 X 2 tenemos cuatros pardmetros
libres. Es decir, el espacio de las matrices hermiticas de 2 x 2 es de dimension 4.

Supongamos que

/617 ﬁ?? 637 64

son nimero reales, entonces la matriz

= B Bz —if
A= ( B3+ B4 5y > :
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es hermitica. Se puede observar que toda matriz hermitica se puede escribir

como
JA 1 O / 0 0 /A 0 1 r O *7
A—m<00)m%01>+@<10>w«£ 0>

Por lo tanto, cualquier matriz hermitica de 2 x 2 se puede generar con las

matrices
10 0 0 0 1 0 —2
0 0 )’ 0o 1)’ 1 0 )’ 1 0 /)

Como estas 4 matrices son linealmente independientes, son base del espacio de
las matrices hermiticas de 2 x 2.

Ahora, supongamaos que
g, Qq, g, Oy

son nimero reales. Entonces, otra forma de parametrizar a las matrices her-
miticas de 2 X 2 es

A= ap + a3z ap —iag
ap +iag g —az )
Observe que en este caso tenemos

Ao (O 0 (01N (0 =i (L O
—*\ 01 {1 0 @2 i 0 o -1 )

Por lo tanto, cualquier matriz hermitica de 2 x 2 se puede generar con las
matrices

(10 (01 (0 =i (1 0
%o=V{op1) = \10) 2=\ o) 7\o -1 )
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A las matrices oy, 09, 03 se les llama de Pauli, las cuales son linealmente inde-
pendientes.

Asi, cualquier matriz hermitica de 2 X 2 se puede escribir como combinacion
lineal de la matriz identidad y de las matrices de Pauli de la siguiente forma

A= O + 101 + Qig0g + (303.

Por lo que la matriz identidad junto con las matrices de Pauli forman una base
para las matrices hermiticas de 2 x 2.

22.7. Matrices de Gell-Mann

Supongamos que tenemos la siguiente matriz de 3 x 3 con entradas com-
plejas

a1; Qa2 Qi3
A= a21 A2z A23

a31 asz 33
de donde
* * *
. Ay Q91 A3
*T __ * * *
AT = A1y Q9o (3o
* * *
Q13 Qg3 Ay

Si A es una matriz hermitica, la igualdad A = A*T implica

a;; = aj, (22.3)
Ay = A, (22.4)
ass = ai, (22.5)
as; = ajs, (22.6)
as; = ajs, (22.7)
ags = @i (22.8)

Por lo tanto los niimeros a1, as2, azz deben ser reales. Ademas, de las ecuacio-
nes —, tenemos seis parametros reales. Asi, las matrices hermiticas
de 3 x 3 tienen 9 parametros libres y por lo tanto forman un espacio de dime-
sién nueve.
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Ahora, supongamos que

517 527 637 647 657 BG? /877 /887 /89

son nimero reales, entonces la matriz de 3 x 3

Bs Bi—if2 Bs—1iPs
“1(3)1 —|— ”1'/,1())2 38 36 - 157

A:

es hermitica. Por lo tanto, cualquier matriz hermitica de 3 x 3 se puede escribir
€omo

010 0 —i 0 100
A=B | 100 | +8| i 00]|+8000
00 0 0 00 00 0

001 00 —i 00 0

+68,1 000 ) +8100 0]+8|001
100 i 0 0 01

00 0 000 00 0

+6,1 00 —i |+8([010]|+8]]000

10 0 —i 0 100
100 |, i 00 |, 00 0
000 0 00 00 0
001 00 —i 00 0
000 |, 00 0 00 1
100 i 0 0 010
00 0 00 0 00 0
00 —i 010 00 0
0 i 0 000 00 1

generan cualquier matriz hermitica de 3 x 3.
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Existen otras formas de parametrizar a las matrices hermiticas de 3 x 3.
Por ejemplo, supongamos que

Qqp, 01, O, O3, (4, 05, Og, 7, O

son nimero reales, entonces la matriz

1 . .
Qo + a3 + 50 a1 — g g — 0

A= a1 + 7:()(2 Qg — Q3 + %0/8 Qg — iCY7 ,
ay + 105 g + 1o g — %Q’g

es hermitica. De donde,

100 010 0 — 0
A=ap| 0 1 0 | + 1 0 0 | 4+ 0 0
0 01 0 00 0O 00
1 00 0 01 0 0 —i
a3 0 =1 0 J+a4]1 0O O O J4+a5| 0 0 O
0 00 100 t 0 0
0 0 0 00 O 1 10 0
+as| 001 | +a7| 00 =i | +ag—=| 0 1 0
010 0 « 0 V3 0 0 =2
Por lo cual, las matrices
1 00 010 0 —i 0
M=1010 M=11 00 |, = 7 0
0 01 0 00 0O 00
1 00 0 01 0 0 —i
M= 0 -1 0 |, =000 ],A5=00 0
0O 00 1 00 t 0 0
0 0O 00 0 1 1 0 O
M=\ 0 0 1 AM=100 —i |, dg=—4=| 01 0
010 0 i 0 V3 0 0 =2

matrices generan las matrices hermiticas de 3 x 3.
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A las matrices
)\17 )\27 )\37 )\47 )\57 )\67 )\77 )\8

se les llama matrices de Gell-Mann y surgieron en el estudio de las particulas
llamadas quarks.

Asi, las matrices hermiticas de 3 x 3 se generan con la matriz identidad y
las matrices de Gell-Mann de la forma

8
A= Z Oék)\k.
k=0

(3
@g@

Murray Gell-Mann (1929-2019) | fue un fisico norteamericano que realiz6 con-

tribuciones fundamentales en el estudio de particulas elementales y en sistemas
complejos. Para modelar a las particulas que se encuentran dentro del nicleo
atomico propuso el empleo de las ahora llamadas matrices de Gell-Mann. Los
resultados experimentales de los aceleradores de particulas mostraron que su
modelo es correcto. Debido a sus modelos teoéricos, en 1969 le otorgaron el
premio Nobel de Fisica. También se interes6 en otras disciplinas como la li-
teratura, historia, arqueologia, lingiiistica, etc. Curiosamente se basoé en una
novela de James Joyce para nombrar como quarks a las componentes del inte-
rior del niicleo atémico. Aprendié diferentes lenguas, entre ellos el Maya. Fue
director del Instituto de Santa Fe de Estados Unidos en donde colabor6 con
expertos de diferentes disciplinas.

22.8. Operadores con valores propios positivos

Sea B de la forma

B=ATA,
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con A un matriz de n X n. Note que

Bt = (af4)
= AT(a)!
— AlA

es decir
B' = B,
este resultado implica que B es una matriz hermitica.

Ademas se puede probar que si B es diagonalizable, entonces sus valores
propios son positivos. En efecto, si v es un vector no nulo y

Bv = \v
con A un escalar, entonces
(v|Bv) = (v|Av) = A(v|v), (22.9)
ademas
(v|Bv) = (v|ATAv) = (Av]Av) > 0. (22.10)

Usando las ecuaciones (22.9)-(22.10)), encontramos que
AMv|v) = (Av|Av) >0,
asi
A= M >0,
(v]v)
esto es

A >0,

que es lo que se queria demostrar.
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22.9. Ejercicios

1.- Obtener los valores propios de la matriz hermitica

1 1 0
M = —1 —1 0
0 0 2

2.- Sea el espacio de las funciones bien portadas definidas en el intervalo
la,b,] que cumplen ¢(a) = 1(b) = 0. En este espacio, determinar bajo qué
condiciones el operador

es hermitico.
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Capitulo 23

Matrices antihermiticas

En este capitulo estudiaremos las matrices antihermiticas y sus propieda-
des. En particular, mostraremos que toda matriz de n X n con entradas com-
plejas se puede escribir como las suma de una matriz hemitica con un matriz
antihermitica.

23.1. Definiciéon

A es una matriz antihermitica si satisface

At =—A (23.1)
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23.2. Ejemplo, las matrices de Dirac

Las matrices de Dirac se usan en mecanica cuantica relativista. Estas ma-
trices estan dadas por

10 0 0
o o1 0o o
" 00 -1 0
00 0 —1
0 00 1
¥ 0 0 1 0
b 0 —1 0 0
1 000
000 —i
s [ oo i o0
T 00 o0
i 00 0
001 0
r 000 —1
/ 100 0
010 0

Observe que la matriz 4° es hermitica y las matrices 7%, (i = 1,2, 3) son anti-
hermiticas.

23.3. Espectro de operadores antihermiticos

Los operadores antihermiticos tienen valores propios imaginarios. En efecto,
si v es un vector propio de un operador antihermitico A con valor propio A, es
decir

Av = D,

se tiene

(Avjvy = (o|v)
= A" (vfv),
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adicionalmente se encuentra

(Avlv) = (v|ATv)
= (vl(=Av))

— (v[Av)

= —A(vlv),

de donde
A (v|v) = =A(v|v),

| A==\ |

Asi, los valores propios de los operadores antihermiticos son imaginarios.

que nos lleva al resultado

También se puede observar que si A es una matriz antihermitica y « es un
nimero real, entonces la matriz

A= (:,im\

es hermitica. En efecto, tenemos que

AT — (eiaA)T
— e—iaAT
— ez’aA
= A,
es decir,
Al = A.

En particular, si A es una matriz de entradas reales y antisimétrica, es decir,
si

AT = —A,

entonces la matriz

es hermitica.
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23.3.1. Parametros libres

Si separamos a una matriz compleja A en su parte real e imaginaria se tiene
A=A+iB,

con Ay B dos matrices de n X n con entradas reales. Usando esta descompo-
sicion, la igualdad (23.1) toma la forma

(A+iB)"" = —(A+iB),
es decir,
AT —iBT = —-A—iB,
de donde
Al = — 4, BT = B.

Por lo tanto, A debe ser una matriz antisimétrica y B debe ser una matriz
simétrica.

Ahora, como A es una matriz antisimétrica real de n x n por lo que tiene

n(n —1)
2

parametros reales libres, mientras que B es una matriz simétrica real de n x n

entonces tiene
n(n+1)

2
parametros reales libres. Ademas, considerando que
o nn+1) n(n—1)

e T

una matriz antihermitica A con entradas complejas tiene

parametros reales libres.
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23.3.2. Descomposicion en operadores hermiticos y anti-
hermiticos

Con cualquier matriz A se pueden construir las matrices

A+ AT

AL = .
+ 5
_Af
A,:A A’
5

estas matrices satisfacen

Por lo tanto, A, es una matriz hermitica y A_ es una matriz antihermitica,
ademaés se cumple

A7A+AT+A—AT
2 2

es decir,

A:A++A_,

asi cualquier matriz A compleja de n x n se puede descomponer en la suma de
una matriz hermitica y una matriz antihermitica.
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Note que si A solo tienen componentes reales, entonces

A+ AT

AL = .
+ 2 )
AT
A,:A Aﬂ
5

donde A, es una matriz simétrica y A_ es una matriz antisimétrica. Ademas,
se sigue cumpliendo la igualdad

A:A++A,

por lo que cualquier matriz A de n xn de entradas reales se puede descomponer
como la suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.

23.4. Ejercicios

1.- Obtener la parte simétrica y antisimétrica de la matriz

SIH
W] Ot
N W
o O N

2.- Obtener la parte hermitica y antihermitica de la matriz

—i 2 3
V2 i =2
2 4 5
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Capitulo 24

Matrices ortogonales

Como una aplicaciéon de los temas vistos anteriormente ahora estudiaremos
las matrices ortogonales, las cuales se relacionan con las matrices de rotaciones.

24.1. Definicion

Una matriz A de entradas reales de n X n es ortogonal si cumple
‘ AA=T (24.1)

Por ejemplo, la matriz de rotacion sobre el eje x y su transpuesta

donde [ es la matriz identidad.

1 0 0
A (0) = 0 cosf sinf |,
0 —sinf cosf
1 0 0
AT (9) = 0 cosf —sinf |,
0 sin# cos
satisfacen
1 0 0
AL (9) A (0) = 0 cos? 6 +sin® 6 sinf cosd — sinf cosd
0 sinfcosf — sinf cosf cos? 6 + sin? 6
1 00
= 010 ],
0 01
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es decir
AT (B) A, (0) = T.
Por lo tanto la matriz A,() es ortogonal.

De la misma forma se puede mostrar que las matrices de rotacién sobre los
ejes Ty y

cosy 0 siney

Ay() = 0 1 0.
—siny 0 cosvy
cos¢ sing 0
A(p) = —sing cos¢p 0
0 01

también son ortogonales.

24.2. Grupo ortogonal O(n) y grupo SO(n)

Antes de continuar recordemos lo que es un grupo. Sea G un conjunto con
una operacion

G x G =G
El par (G, -) es un grupo si cumple

1) Axioma de cerradura:

|g]€G,92€G — 91-92€G|

2) Axioma de asociatividad:

| g €G,g2€G,g3€G, - g1-(92-93) = (91 92) - g3- |

3) Axioma del neutro:

Je € G, g €G= gl~(2:6-g1:gl.|
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4)Axioma del inverso:

Voo €G,397 €G, g7 =97 g1 =e.

Definamos a O(n) como el conjunto de matrices A con entradas reales de
n x n que cumplen la ecuacion de ortogonalidad (24.1). Probaremos que O(n)
es un grupo.

Supongamos que A; y Ay son matrices ortogonales. Entonces cumplen

ATA =1, ATAy =1,

de donde

(AA)" (AjAy) = ATATALA,
= ANy =1,

esto es
(A A" (AAy) = 1.

Este resultado implica AjAs € O(n), es decir

Al,AQ € O(n) — A1A2 S O(n)

Por lo tanto, se cumple el axioma la cerradura.

El producto de matrices es asociativo, en particular el producto de las ma-
trices ortogonales. Ademas, la identidad I satisface la ecuacion (24.1)), es decir,
I € O(n). Asi, se cumplen el axioma de la asociatividad y el del elemento neu-
tro.

Ahora, si A cumple la ecuacion (24.1]), entonces

AT — A_l,
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por lo que
<A71>T Al — (AT)T AL
= AN = 1,

esto es

(A A =1

Es decir, si la matriz A es ortogonal, entonces A~! también es ortogonal.

Asi, las matrices A de n X n entradas reales que cumplen la ecuacion (24.1)
forman un grupo. A este grupo ortogonal se llama grupo ortogonal O(n).

24.3. Determinantes de una matriz ortogonal

Ahora, recordemos que para cualquier matriz A se cumple

detA = detA”.

Entonces, de la ecuacion (24.1]) se tiene

det (ATA) = det AT det A
= detAdetA=detl =1,

de donde
(detA)® =1, ‘
es decir
| detA = £1.
Las matrices A que cumplen
detA = 1. |

si forman un grupo, este es el grupo SO(n).
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El subconjunto de matrices A que cumplen detA = —1 no forman un grupo.
Por ejemplo, la identidad no esta en ese subconjunto. Algunas matrices de este
tipo son

-1 0 0
010 ],
001

10 O

o1 0],

00 -1

-1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

Esta matrices cumplen la ecuacion (24.1)), pero no son de rotacion ni de SO(3).

24.4. Parametros

Observe que la matriz de n x n

All A12 T Aln,
A21 A22 T AQn,
A= . . .
Anl A712 T Ann

se pueden formar con los vectores columna

All AlQ Aln,
Cl - AZI ) 02 - A22 IR Cn, - A27i
An, 1 An2 An n
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Claramente, estos vectores representan los renglones de la matriz traspuesta,
AT, Por lo tanto, la condicion (24.1)) se puede escribir como

All A21 to An,l All AIQ T Al'n,
ATA — Al% AQ% : An% A21. Az% : A2n',
A As o A )\ A A o An
Cl'Cl C1.02 Cl'Cn
_| & 01: o CZ N G CZ = 1. (24.2)
On, . Cl C’” . 02 .. .. On . Cn

Otra forma de expresar esta igualdad es

Ci - Cj = dij,

es decir, si una matriz satisface la condicion (24.1)), sus columnas son ortonor-
males.

Ahora, una matriz A de n x n con componentes reales tiene n? parametros
libres. Pero si satisface la ecuacion (24.1)), entonces no todos los parametros
son libres. De la igualdad (24.2) se puede ver que AT A es una matriz simétrica,

por lo que (24.2)) solo tiene

n(n+1)
2

ecuaciones independientes. Asi, los parametros libres de una matriz ortogonal
son

n2_n(n+1) :n(n—l)'

2 2

Asi el grupo de matrices A de n x n de entradas reales ortogonales O(n)
tiene

n(n —1)

5 (24.3)

parametros libres.
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24.5. Matriz antisimétrica y matrices ortogona-
les

Sea A una matriz antisimétrica, es decir que satisface

e

y « un nimero real, entonces la matriz

A= (24.4)
es ortogonal. En efecto, note que
AT — ( eaA)T
— eaAT
— e—aA
= A!
esto es
AT =A7t

por lo tanto
(eaA)T e =1.

Asi, la matriz es ortogonal. Ademas, si A es un matriz de n X n anti
simétrica, tiene
n(n —1)
2
parametros libres, que coincide con el nimero de grados de libertad de las

matrices ortogonales (24.3]).

También se puede observar que considerando la identidad

det ((iM) — Tr(M)
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y que toda matriz antisimétrica tiene traza nula

Tr(A) =0, |
entonces
det (eA) = lmA)
g 60 g ]_,
de donde

‘ e € SO(n).

Se dice que las matrices antisimétricas general al grupo SO(n).

24.5.1. Matrices de SO(2)

La tinica matriz antisimétrica con entradas reales de 2 x 2 es

1=(5)

con la cual se pueden construir las siguientes matrices ortogonales de 2 x 2

01

AZ€A:€(_1 ())( COS (v Slnoz)’

—sina  cosa

cos«  sin o
50(2) = {( —sina cosa )}

24.5.2. Matrices ortogonales de SO(3)

asi

Ahora, cualquier matriz antisimétricas de 3 x 3 con entradas reales se puede
escribir como

0 —Qs3 (6)
A= Qs 0 —ag |,
—0ry o 0

por lo que

A = aymy + agma + azms
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con

00 O 0 01 0 —1 0
m=[00 =1 1], mo= 0007}, mg=1[1 00
01 O -1 0 0 0O 00
Asi
50(3) — {€a1m1+a2m2+a3m3}
en particular, las matrices
1 0 0
e = 0 cosay —sina; |,
0 sinoy Cos a1
cosay 0 sinas
ez = 0 1 01,
—sinay 0 cosas
cosas —sinasz 0
WM — sin a3 cosaz 0
0 01
pertenecen a SO(3).
24.6. Distancia
Sea T = (x1,--+ ,x,) un vector en R" y definamos la forma cuadratica

2 _ 2 .2 72
F=xi+a5+ - +2x,,

la cual representa la distancia de & al origen. Observe que si definimos la matriz
columna

Iy
x=|"
Tn
y la matriz renglon
XT:(xl Ty 0 Tp ),
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la distancia se puede escribir como

P=X"X=X"IX.

Ahora, si A es una matriz de n X n y se hace la transformacién de coordenadas

X' = AX,

se tiene la distancia

l/2 — X/TIX/
= (AX)"AX
= X" (ATIN) X,

es decir
I” = X" (A"IN) X,

Por lo tanto, si A es tal que deja la distancia invariante,

l2 — l/27

se debe cumplir que
XTIX = X" (A"IN) X,

de donde

ATIA = 1.

Asi, la distancia es invariante bajo transformaciones ortogonales.

24.7. Ejercicios

1.- Determinar si la siguiente matriz es ortogonal

B e

M =

SIS-S
S-S o
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2.- Determinar si la siguiente matriz es ortogonal

|
S-S5l

S-S o
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Capitulo 25

Matrices unitarias

Una generalizaciéon de las matrices ortogonales son las llamadas matrices
unitarias, que son muy futiles para entender la mecénica cudntica. En este
capitulo daremos la definicién de matrices unitarias y estudiaremos algunas de
sus aplicaciones.

25.1. Definicion

Una matriz de n X n con entradas complejas U es unitaria si cumple

vv=1, U=U0" (25.1)

donde I es la matriz identidad. Note que esta igualdad implica

ut=u-". |

Por ejemplo, la matriz

es unitaria.

25.2. Grupos unitarios U(n) y SU(n)
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Definiremos a U(n) como el conjunto de las matrices U de n X n que cum-
plen la ecuacién de unitariedad , probaremos U(n) que con la operacion
del producto de las matrices forma un grupo. Antes de continuar, recordemos
que un grupo cumple con el axioma de la cerradura, el axioma de la asociati-
vidad, el axioma del neutro y el axioma del inverso.

Ahora, supongamos que U; y Us son matrices ortogonales, entonces cum-
plen

ulv, =1,  UlU, =1,

de donde

(L) (W) = UlUTOU,
= UlIU, =1,

es decir

(UL U)T (U U,) == 1.

Esto implica que U U € U(n) y por lo tanto se cumple el axioma la cerradura.

El producto de matrices es asociativo. En particular, el producto de las
matrices unitarias. Ademaés, la identidad I satisface la ecuacion ([25.1), es de-
cir, I € U(n). Asi, se cumplen el axioma de la asociatividad y el del elemento
neutro.

Ahora, si U cumple la ecuacion (25.1)), entonces

Ut=u"",
por lo que
oYt = @wh'v
= Ul =1,
esto es
o Hvt=r

Es decir, si la matriz U es unitaria, entonces U ™! también es unitaria.
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Asi, las matrices U de n X n con entradas complejas que cumplen la ecua-
cion ([25.1)) forman un grupo. A este grupo se llama grupo unitario U(n).

Ahora, recordemos que para cualquier matriz A se cumple
det A = det A”.
Entonces, las matrices unitarias satisfacen
det (UTU) = (detU') (detU)
= (detU*") (det U)
= (detU™) (detU)

= (detU)* (detU)
= |detU]?
= detl =1,
que implica
detU|* = 1, ‘
de donde
detU = e, |
donde a es un parédmero real.
Las matrices U que cumplen
detU =1

forman un grupo, este es el grupo SU(n).

25.3. Parametros libres

Observe que la matriz de n x n

Uiz U2 - Ulp
U21 U2 -+  U2p
Up1 Upz - Unn
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se pueden formar con los vectores columna

Uil U2 Uin

U21 U2 Uan,
‘/1 - . ) VIZ - . IR Vn -

Un Un2 Unn

Claramente, estos vectores representan los renglones de la matriz traspuesta,
UT. Por lo tanto, la condicion (25.1)) se puede escribir como

Ut =U"™U

Upp Ugp - Uy Ul Uiz v Ulp
* * *

U12 1[22 AR UTLQ 1121 u22 A U’QT},

% * * p

Uy Ugp =70 Upy Up1 Up2 - Unpp

Vi Vi ViV - VLV
2 1 2 2 n 2

= . o =1 (25.2)

* * *

‘/n’ . ‘/l ‘/” . ‘/2 e ‘/n . ‘/n

otra forma de expresar esta igualdad es

VitV = 045

Note que la ecuacion (25.2)) tiene n ecuaciones reales en la diagonal. Ademaés,
podemos ver que las ecuaciones arriba de la diagonal de (25.2)) son las mismas
que estan abajo de la diagonal. Asi, fuera de la diagonal hay

n(n —1)
2

2 =n(n—1)

ecuaciones reales independientes. Por lo tanto, considerando que una matriz
de n x n con entradas complejas tiene 2n? parametros, los parametros libres
de una matriz unitaria de n X n son

2n® —n —n(n —1) = n?
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Asi el grupo unitario U(n) tiene

parametros reales libres. La matrices que tienen determinante uno se llaman
SU(n), estas matrices cumplen una ecuacion extra, por lo que el grupo SU(n)
tiene

parametros reales libres.

25.4. Matrices hermiticas y matrices unitarias

B es una matriz es hermitica (B = B') y o un ntimero real, entonces la
matriz

U= ()L'od?
es unitaria. En efecto
Ut — (emB)T
— efiaBJf
— e—iaB
= U1
es decir
Ur=uv-'.

25.5.  U(1)

Sea los nimeros complejos de la forma

U=e® (25.3)
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con « un numero real. Observe que

Ut = (em) *
— e—ia

= UL

Por lo tanto, el conjunto de nimeros complejos de la forma forman la
matriz de 1 x 1 unitarias. A este grupo se le llama U(1) y es fundamental pa-
ra el estudio de la elecrodinamica. También podemos notar que este conjunto
representa un circulo en el plano complejo, como se muestra en la figura (25.1).

Figura 25.1: Circulo unitario

25.6. Matrices de U(2) y SU(2)

Las matrices unitarias de 2 x 2 tienen 4 parametros libres, ademaés recorde-
mos que si ag, o, (i, iz son numeros reales, cualquier matriz A hermitica de
2 x 2 se puede escribir como

A = oy + 101 + @03 + 303,

con oy la matriz identidad y

0 1 0 —i 10
= (1) = (U)o )
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las matrices de Pauli.

Por lo tanto, las matrices unitarias de 2 x 2 tienen la forma

U = f)i((!,(JUO+LE1(71+(1‘2(T'2+(¥30'3)

Ahora, considerando la identidad (20.1)
det M = 6Tr(lnM)7
se encuentra

detU = 6Tr(an)

eTT(ln(ei(o‘OUOJro‘lol+O‘2°’2+°‘3°’3)))

iTr(agoo+aio1+azo2+asos3)

e
_ 6i(agT7‘(Jg)+a1T7’(U1)+a2T7"(02)+a3T7‘(c73))
— 61’2040.

Por lo tanto, las matrices unitarias de 2 X 2 con determinante uno se pueden
escribir en términos de las matrices de Pauli de la forma

U = ()i(a101+0202+0303)

A estas matrices se les llama SU(2) y se usan para estudiar diferentes propie-
dades del electron.

25.7.  SU(3)

Las matrices unitarias de 3 x 3 tienen 9 parametros libres. Ademas las
matrices hermiticas de 3 X 3 se pueden generan con la matriz identidad y las
matrices de Gell-Mann de la forma

8
A= Z Oék)\k
k=0
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con

100 010
No=I=]010 M=] 100
00 1 0 0
0 —i 0 1 00
=i 00 =10 -10],
0 0 0 0 00
00 1 00 —i
AM=|00 0 =100 0],
100 i 0 0
000 00 0
N=|0 01 =100 —i|,
010 0 i 0
L (10 0
M=——| 01 0
V3\ 0 0 -2

las matrices de Gell-Mann.

Por lo tanto las matrices unitarias de 3 x 3 se pueden escribir de la forma

| U — ¢ Zk=o kM

Ahora, considerando que el determinante se puede expresar como (20.1))
det M = eTr(lnM)7
se encuentra
detU = ¢t
Tr (ln (ei R0 ak}‘k))
= e
eTT(i 22:0 ak)\k>
ei 22:0 apTr(Ag)

€i3a0 )

Por lo tanto, las matrices unitarias de 3 X 3 con determinante uno se pueden
escribir en términos de las matrices de Gell-Mann de la forma

U — elzf:l O‘k')‘k.
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A estas matrices se les llama SU(3) y se usan para estudiar diferentes propie-
dades de la cromodinamica cuantica.

25.8. Matrices antihermiticas y matrices unita-

rias
Si B es una matriz es hermitica (B = —B') y o un ntimero real, entonces
la matriz
U = e—aB
es unitaria. En efecto,
Ut = ( e—aB)T
— —aBt
— eaB
= yU!
es decir,
Ut=u-"

25.9. Matrices unitarias y mecanica cuantica

La mecanica cuantica se basa en el estudio de los estados de particulas, un
estado se puede como un vector que describe las propiedades de las particulas.
Por ejemplo, si un sistema tiene los estados

aq b1

a9 bg
¢1 = . 5 ¢2 =

an by,

La probabilidad de que la particula pase del estado 1, al estado 1), es

(Prltha) = Y s (25.4)

Esta igualdad es invariante ante transformaciones unitarias. En efecto, si
vy =U¢r, gy =Uty,
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entonces

W) = (Uy1)™ Uty
= pTUT U,

Por lo tanto, la igualdad

(W1lvs) = (Pnle)

implica

Ut =1,
es decir, las matrices unitarias dejan invariante la cantidad (25.4)).

25.10. Ejercicios

1.- Determinar si la siguiente matriz es unitaria

i i 1
VB V3 V2
M = i 4 1
i w0

2.- Determinar si la siguiente matriz es unitaria

M=\ -

o ElHﬁlH

Shesh-sh
Shsl-sh
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Capitulo 26

Integrales Gaussianas

Como una aplicacion de la matrices simétricas estudiaremos algunas inte-
grales Gaussianas. Estas integrales son importantes en diferentes areas como
la mecanica cuantica, probabillidad, finanzas, machine learning, etc.

26.1. Integrales Gaussianas

Para iniciar, recordemos que en una dimesion se tiene el resultado

T
«

I = / e=’dy = |2, a>0. (26.1)

[e.e]

Para estudiar el caso de dos dimensiones primero veamos un ejemplo. Consi-
deremos la integral

[2:/ e~ (3% =200439%) g 40y (26.2)
R2

observe que definiendo el vector

y la matriz
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la integral (26.2)) se puede escribir como
I, = / e X" MX dxdy. (26.3)
R2

Ahora, los valores propios de M son
)\1 - 2, )\2 - 4

mientras que los vectores propios normalizados son

-5 () w5( 1)

los cuales son ortogonales. Ademas la matriz de cambio de base es

w5

la cual es ortogonal, pues cumple

1 11
T _ -1
‘ _\/§<—11)_L |

Ademas se satisface la igualdad

M =UDUT

D — <32). (26.4)

/
JWZ(Z):UU(

detU =1,
la integral (26.3]) toma la forma
I, = / e_XTMdedy
R2

- XTupuTx dxdy

con

Entonces, definiendo

y considerando que

€
2

e—(UTX)TD(UTX)d:L_dy
2

_ T ’
e X''t'DX dl',dy,.
2

[
T——
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Por lo tanto, considerando la matriz D (26.4) y la integral Gaussiana (26.1)) se
llega a

I, = /6—(2x’2+4y’2)d$/dy/
R2
= /e‘2x/2dx//e_4yl2dy’
R R
B T |7 2
— Va2Vz TV

[ -2
/ 6—(x2—2zy+3y2)dxdy .=
R2 8

26.1.1. Caso general 2d

Ahora consideremos el caso general

es decir

Loa = / e (et gy, (26.5)
RQ

donde a, b, ¢ son numeros reales. Note que definiendo

& =
N—

b
M = ( T2 > (26.6)
B) &
la integral (26.5)) se puede escribir como
Ly = / e X"™MX dxdy. (26.7)
R2

Supongamos que M es una matriz diagonalizable y que sus valores propios son
)\17 )\27
también supongamos que los vectores propios normalizados de M son

V1, V3.
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Como la matriz (26.6) es simétrica, los vectores propios son ortonormales y la

matriz de cambio de base
U
es ortogonal y satisface

M =UDU"
(M0
b= (%)
/
X/_(:;,)_UTX

detU =1,

con

Por lo que, definiendo

y considerando que

la integral (26.5)) se puede escribir como
Iy = / dxdye*XTMX
R2
_ / e—XTUDUTdedy
RQ
= / e_(UTX)TD(UTX>dxdy
R2
= / e XX ' dy
RQ
Por lo tanto, considerando la matriz D (26.8)) se llega a

Iy = /e()‘lwl2+’\2y/2)dx/dy/
R2

) N2
— /e M dm’/e A2Y" oy’
R R

(26.8)

Si alguno de los valores propios de matriz (26.6) es negativo, esta integral diver-
ge. Pero si los dos valores propios son positivos, usando la integral Gaussiana

(26.1), se encuentra
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Ly = /e_(’\lwlu’\?ya)dx’dy'
RQ

B T [m 2

N MV A\ A

det M = )\1)\2,

Ahora como

tenemos que

Ly = /6_(A1x'2+’\2yl2)d$’dy'
RQ

2

det M~
Por lo tanto, si los valores propios de la matriz (26.6) son positivos, entonces

2
/ ¢~ (ax*boytey?) dxdy = t
RQ

(ac=5)’

es decir

2

™

det M’

[2(1 — / 67<zzz2+bxy+(;g/2)d$dy _ / €7X'1'j\,j)(dl7dy _
JRR2 R

.
X<T> M(b’ 2).
Y 3 €

Usando el mismo procedimiento, se puede probar que si M es una matriz
simétrica de n x n con entradas reales y valores propios positivos, se cumple

=)

/ﬂ-’fl

det M’

/ e XTMXI ;= (26.9)

26.2. Integrales Gaussianas 2

Otra integral importante es

I = / e Ity a> 0.

o0
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Para obtener esta integral observemos que

—ar’ +jr = —a (x2 — ‘E)

es decir

. 2 )
—cm:Q—f—ja::—oz(x—i) +‘7—.
200

Usando este resultado obtenemos

o 2 o i\, i?
[:/ e +J“dx:/ eo(=5%) tiady,

o0 o0

por lo que considerando el cambio de variable

;o J
T =x— =
2a

vy la integral Gaussiana (126.1)), llegamos a

o 2 j2 & 2
— 1 J — /
I = / e~ +dex_e4a/ e dx
—OoQ —0oQ

en otras palabras

Ahora veamos el caso de n dimensiones
_xT .
/ e X MX—{—JXH?:lde_’
n

donde J es un vector constante de n dimensiones.
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Primero notemos que debido a que M es una matriz simétrica se cumple
M" = M,
Mfl — (MT)fl — (]wfl)T7

por lo que
-1 T -1
(X_M J) M<X_M J)Z
2 2
1
= XTMX -3 (JT M MX + XT"TMM ) + — JT(M—l)TMM—lx
1
= X'MX -3 (JTX+XTJ )+ZJTM’1J.

Ademaés como
J-X=J'X=XJT,

se llega a
MY\ M - 1o,
X — 5 M([X— 5 - X MX—J-X+ZJM J,
de donde
M-1I\T M-1J 1
XTMX—J-X:(X— 5 )M(X— 5 )—ZJTM‘U.
Por lo que

/ e*XTMXJrJ-XH;L:ldxi _ / e—(X—%l‘])TM@( 1\1 )+ JT M~ 1JHn dmi.
_ eiJTM_lJ/ e*(X*@)T]W

entonces con el cambio de variable

-1
J> H,anldl’z’,

M=1J

X' =X -
2

se encuentra
_xT 14T 1 _v'T /
/ e XMX+JXHn1de_e4JM J/ X MXHnlde
n n

y usando la integral (26.9) se obtiene

ﬂ—TL

LIt M=y
det M ’

_xT p . ,
/ e X AIX+JXH,?:1d[E7j —
n
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26.3. Ejercicios
1.- Obtener la integral

2,2 9,0 9,2
/ e 3x°—2xy—2y +3I+8yd1’dy.
R2

2.- Obtener la integral

_ 9.2 Dy E2 952 —
/ e 3xe+2xy—4dxz—2yz—5y* —22°+5x+3y dedydz
R3
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Capitulo 27

Transformada discreta de Fourier
y la matriz de Fourier

Como una aplicaciéon de las matrices unitarias, en este capitulo estudiare-
mos la Transformada discreta de Fourier, en la cual aparece de manera natural
una matriz unitaria.

La Transformada discreta de Fourier es muy tutil para diversas aplicaciones,
en particular para analizar senales eléctricas.

27.1. Definicidén

Supongamos que en el espacio vectorial CV, tenemos el vector

Zo
T

TN-1

se define la transformada Discreta de Fourier del vector 2 como

N—1
1 271
X, = —— § xae” N k=0,1,--- ,N —1. 27.2

n=0
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Note que para cada valor de k tenemos un valor de X}. Por ejemplo, si £ =0
se tiene

. 1 NZ _l’o—i‘l’l—i""—'—l’]\/_l
TR & VN

mientras que para k =1 se llega a

N-1
1 2miy,
X, = — Tpe N
Nn:0
]_ 2mi 4mi _ 2mi(N-1)
= ﬁ To+x1€6 N +2x9¢ N +---+TN_1€ N s

N—1
1 47rin
Xy = — Tpe N
v N n=0
]_ 4mi 8mi _4Ami(N-1)
= ﬁ To+xie N 4+ 2x9¢ N A4 -4 xTN_1€ N ,

_2(N—D)mi _4(N—D)mi _2mi(N—1)2
= ﬁ To + x1€ N+ xae N 44 axn_q€ N .

Por lo tanto, mediante la transformada discreta de Fourier pasamos del vector

x definido en (27.1) al vector

x=|""1. (27.3)
XN

Asi, la transformada discreta de Fourier define una transformacion entre vec-
tores del mismo espacio.
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27.2. Matriz de Fourier

Se puede observar que definiendo

la transformada discreta de Fourier (27.2)) se puede escribir como
| Nl
Xp=—= >z, (27.5)
\/N n=0
en particular se encuentra
1
XO :ﬁ(lﬁo“‘xl‘i"'“"flf]\]_l),
1
X4 :\/_N (xo + rw + Tow? + -+ ZL‘N_le_l) ,
1
Xy :\/_N (CU() + l’lwz + I2w4 + -+ IN_1w2(N—1)) ,
1 2
Xy =—= <5130 + 21wV 4 2D oy VY ) :
VN
Por lo que, definiendo la matriz de Fourier
1 1 1 1
1 w w? w1
1 y /4 N —]
W= 1 W Wt e (27.6)
i W\fl ,W,z(qu) . w(z\fﬂ')(wq)
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tenemos

Xo 1 i, le wﬂ%fl Lo
X2 . L 1 w2 UJ4 VUQ(N,l) T
| N : S
XN 1 w\fl w2<3"*1) ,W,(Nfl')(Nfl) TN-1

Asi, con la matriz de Fourier (27.6)) la transformada discreta de Fourier ((38.1))
se puede escribir como

X = Wz.

Por ejemplo, para el caso N = 2 tenemos

1 /1 1
R ]

a la matriz H se le llama matriz de Hadamard y es utilizada como una com-
puerta logica en diferentes algoritmos de la computacion cuantica [15].

Cuando N = 3 se obtiene

1 1 1
W, = 1 —144v/3  —1—iV3

\/§ 1 —1—21‘\/5 —1422‘\/3
2 2

—_

y si N =4 se llega a

—_
— =
-~
|
—_
|
~

27.3. La inversa de la matriz de Fourier

Se puede observar que las componentes de la matriz de Fourier W (27.6))
se pueden escribir como

1

VN

WU: wij7 i7j:O7172737'“7N_1-
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Note que en esta matriz los indices empiezan en cero y teminan en N, por lo
que tenemos una matriz de N x N.

Ahora, considerando la definicion de w dada en (27.4), las componentes de

la matriz adjunta de la matriz de Fourier son

Loy L
(Why; = TN (W) =

es decir

De donde

esto es
1 i
(WWh,;, = ka( 28

Recordemos que, de acuerdo a la convenciéon de la suma de Einstein, en esta
expresion tenemos una suma sobre k. Asi, por razones de claridad, escribiremos

N-1
1 o
(WWh,, = ~ D Wk, (27.7)
k=0
Para el caso en que

tenemos



entonces

(WWh,; = 1
Mientras que en el caso
LF ]
podemos definir
z=w™ (27.8)

y la suma (27.7) se puede escribir como

2

(WWh);; =

z .
0

1
N

b
Il

Antes de continuar recordemos la suma geométrica

qN+1_1
1~|—q+q2+---—|—qN=—q_1 . q# L
que implica la expresion
N-1
1 12V -1
N, — k_ —
WWhy = 2L =y
k=0
es decir
12N —1
WWH,, = — .
( )] NZ—l

Ahora, considerando la definicion de z dada en (27.8) y la definicion w dada
en (27.4) se encuentra

ZN — (wl ])
2r\ ((—J)N
2r(i—j)N
— & N
— e2nli)) — 1
es decir,
N=1



Por lo tanto, si ¢ # j, se encuentra
(WWh,;, = 0.
Estos resultados nos indican que se cumple la igualdad
(WW1; = &,
en otras palabras
WW = 1.

Por lo tanto, se cumple la igualdad

| W =w!

y la matriz de Fourier W es una matriz unitaria.

En particular se encuentra

1 /1 1
—1 . T =
- w0 )
] 1 1 1
Wil = W= 7 1 s Sl
1 —1+ivV3  —1-iV3
2 2
1 1 1 1
111 — -1 14
—1 . T _ -
Weo= W= 211 -1 1 -1
1 ¢+ -1 —
Ademas, con matriz
1 1 1 1
-1 wiQ . wf(Nf]-)
1 —2 —4 —2(N-1)
Wi — 1 w w W (27.9)
VN . .
1 wf(J'vq) wa('Nq) wf(Nf'l)(Nfl)

se encuentra la transformada discreta Inversa de Fourier, la cual estd dada por




27.4. Definicion alterna

La transformada discreta de Fourier tiene aplicaciones en diferentes areas
y en algunos casos se toman la siguiente definicion

N-1
Xp=Y ape  ®F k=01, N-1. (27.10)

n=0

cuya inversa es

|
—

27 1.
Xenkn,

>
I
o

La definicion (27.10)) es la mas usada en diferentes ingenierias y por esa ra-
z6n es la que se calcula en varios algortimos computacionales. Asi, si se emplea
algiin programa computacional es importante saber que definiciéon se usa.

Para grandes cantidades de datos los algoritmos deben realizar una canti-
dad enorme de operaciones, lo que los vuelve lentos. En estos casos es mejor
emplear otros algortimos, como la llamada Transformada Rapida de Fourier
(FFT, por su siglas inglés), que es un algoritmo méas rapido para obtener la
Transformada discreta de Fourier.

27.5. Operaciones con Python
Para obtener la Transformada Rapida de Fourier del vector
(1,3,4,7,3,5,—1)

se usa el codigo de Python

from scipy.fft import fft

2> import numpy as np

3 Xx = np.array([1.0, 3.0, 4.0, 7.0, 3.0, 5.0, -1.01)
Ly = f£ft(x)

Yy

que da como resultado
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array([22.-0.j,-8.76539748-3.88793297],
-1.31886366-1.206269467j,2.58426114-6.417078097,
2.58426114+6.41707809j,-1.31886366+1.20626946],
-8.76539748+3.88793297j])

en este caso se emplea la defincion (27.10]).

Para obtener obtener la transformada discreta de Fourier de la definicién
(27.2) debemos multiplicar el resultado obtenido por 1/4/7.
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Capitulo 28

Polinomio caracteristico

Para obtener los valores propios de una matriz se deben obtener las rai-
ces de un polinomio. En este capitulo veremos algunas propiedades de dicho
polinomio.

28.1. Definicién y propiedades

Para obtener los valores propios debemos resolver la ecuaciéon

det (A — A\I) = 0. |

En particular, en el caso de una matriz de 2 x 2
A Ap
A= ,
( Ay Agy
tenemos

det (A — M) = X2 — X (Aq + Agg) + (A1 Agy — A1pAg)

es decir

‘ det (A — X)) = A\* — A\Tr(A) + det A.

Para el caso de una matriz de 3 x 3

All A12 A13
A= A21 A22 A23 )
A31 A32 A33
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se encuentra
det (A — )\[) = (—))\3 -+ )\2 (All + AQQ + A33)
—A (A22A33 + Az Ay + AgpAny

_A13A31A23A32 - A12A21)

+A11 (A Asg — Aoz Asy)
—A12(A21 Ay — AgzAsp)
+A13 (A1 Azp — Az Asi)
es decir
det (A=) = (=)A*+\2Tr(A)
—A (A Ass 4 AgzArr + A Ay — A1z Az Agg Ay — A1pAgy)
+ det A.

En general, para una matriz de n X n tenemos

det (A — AXI) = (=)" A" + (=)" A\ 1Tr(A) + - - + det A.

Para probar este resultado observemos que
(A — )\I)ZJ = Aij — (Sz-j)\,

por lo que, usando la definicién del determinante de una matriz (4.12)), obte-
nemos

det (A — /\I) = €i1igin <A1i1 — 51i1)\> (AQZ‘Q — (521‘2>\) e (Amn — 571 /\) .

Desarrollando este producto en potencias de A encontramos
det (A - )\I) = (—)n/\HEiliQ...inélilégiQ tee 677/511 + (_)n—l)\n—leili?”in
(521'2531‘3 © Opip Aviy + 01310335+ Opiy, Ay + -+ + 014024« - 5(n—1)z‘n,114m'n>
ot €iyigein Aviy A2iy - Ani,

= (—)n/\n€12..‘n
(=) tant (6i123~~-nA1i1 + €1iy3n Aoy + -0 F 612---(n1)inAnin)

+-- 4 det A
()" A" 4+ (=) N (A + Agg + - App) 4+ -+ det A
(=)™ A" 4+ (=) AT (A) 4 -+ det A,

_|_
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es decir,
det (A — M) = (=)"\" + (=)" "N\ 'Tr(A) + -+ + det A.

que es lo queriamos demostrar
Asi, tenemos el polinomio

‘ P(A\) =det (A— X)) =ag+a A+ +a,\"" "+ a,\", ‘ (28.1)

con

‘ ag=det A, - an_; = (=)""Tr(A),a, = (—)". ‘ (28.2)

Un resultado interesate sobre el polinomio caracteristico de una matriz
es que dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico, para
probar esta afirmaciéon supongamos que

A =UAU!
entonces
P'(\) = det (A —\I)
= det (UAU™! = \)
= det(UAU L_\UIU~ )
= det (U(A—=A)U™)
= detUdet (A — \)detU*
det U
= t(A— X
detp 0ot (A=A
= det (A — \I)
= P,
esto es,
P'(A) = P()),

que es lo que queriamos demostrar.
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28.2. Teorema de Cayley-Hamilton

Otro resultado interesante es que la matriz A es raiz de su polinomio cara-
teristico, es decir, se satisface

P<A> =ap + a‘lA Tt amflfévli1 + a/nAn = Ov

con los coeficientes dados por ((28.2)).

Para probar este resultado recordemos que dada una matriz B de n X n su
matriz adjunta de estd dada por (5.2)

(adjB);; = (= 1)1 Cliaiain Eiadiin Biyjo Bisjs *+* Binjus
también recordemos que esta matriz satisface
B(adjB) = (det B)I. (28.3)

En particular, para la matriz A — Al tenemos
(adj(A = AD))i;
1

se puede notar que la potencia méxima potencia de A de esta expresion es
n — 1, por lo que

adj(A — N) = Cy+ ACy + N2Cy + -+ + A"1C,, 4, (28.4)
con
Co,Cy, -+ Chy
un conjunto de matrices.
Ahora, de la igualdad se obtiene
(A= A)(adj(A — X)) = det(A — \I).
Usando las igualdades y (28.1) en esta tltima ecuacion, tenemos

(A—)\I) (OQ+/\01+"'+)\n_ICn_1> :(a0+a1/\+---+an/\”)],
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por lo que

ACy + X (AC, — Co) + N2 (ACy, — C1) 4 -+ X" (AC,_ — Cps)
—/\nCn_l = (CLO + al)\ + - an)\”)]

De donde, igualando potencias de A encontramos

(lo] = ACO,
a1[ ACl — Co,
QQI = ACQ — Cl,

an—ll = ACn—l - Cn—27

an] = —LUn-1
de donde
CLOI = ACo,
alA = AQCl — AC(),
CLQAQ == A302 — AQCl,
an—lAn_l = AnCn—l - An_lCn—Qa
a, A" = —A"C,_;.
Asi,

P(A) =ag + a1 A+ -+ a, 1 A" +a, A"
=ACy + A’Cy — ACy + A’Cy — A°Cy + -+ +
+ AnCnfl - AnilOrLfQ - A’”Onfl - ()7

que es lo que se queria demostrar.

Independientemente de la belleza del teorema de Caley-Hamilton, es muy
ultil para algunos métodos numéricos. Por ejemplo, el método Krylov para
resolver sistemas lineales se basa en este teorema.

El teorema de Caley-Hamilton fue demostrado por Caley para el caso de

tres dimensiones y Hamilton realizd6 una demostracion para tres dimensiones
con vectores y para cuatro dimensiones con cuaterniones. La demostracion
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general fue dada por Georg Frobenius en 1878. Debido al respeto que le ins-
piraban Caley y Hamilton, Frobenius decidié dar los nombres de estos dos
matematicos al teorema.

»,
R @

William R. Hamilton (1805-1865) | fue un fisico-matemaético irlandés que tra-

bajo en mecanica clasica, astronomia, geometria, 6ptica, teoria de graficas y
algebra. En particular, ayudé a reformular la mecanica de Newton en lo que
hoy se conoce como mecanica hamiltoniana. En temas geométricos fundoé las
bases de lo que hoy se llama geometria simpléctica y en temas algebraicos se
le atribuyen los fundamentos de los llamados cuaterniones. Su padre fue un
abogado y activista politico que apoy6 la independencia de Irlanda de Inglate-
rra. Por problemas econémicos de su padre, siendo muy pequeno fue separado
de su familia y a los 12 anos qued6 huerfano de padre y madre. Después de
la muerte de sus padres, quedd bajo el cuidado de uno de sus tios. Siendo un
adolescente, se refugié en las obras clasicas de Newton, Lagrange y Laplace,
notablemente encontré algunos errores en la obra de Laplace. Realiz6 sus es-
tudios en el Trinity College de Dublin. Apesar de ser un gran matemaético, era
timido y sufria de depresiones, incluso estuvo apunto de cometer suicidio. Al
final de su vida, la salud de Hamilton se deteriord debido a su alcoholismo y
a sus malos habitos alimenticios. Después de Newton, es considerado el mas
grande genio que han dado las islas Britanicas.

28.3. Ejercicios

1.- Para la matriz

obtener su polinomio caracteristico

y mostrar que se cumple



2.- Para la matriz

A:

— N
o W O
=N

obtener su polinomio caracteristico

y mostrar que se cumple
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Capitulo 29

Espacios invariantes y bloques de
Jordan

Ahora estudiaremos matrices que tienen valores propios repetidos. Para
lograr este objetivo, definiremos el concepto de espacio invariante.
29.1. Espacio invariantes
Sean V' un espacio vectorial de dimensién n sobre el campo K y
T:V =V

una transformacion lineal. Si U es un subespacio vectorial de V' tal que

| TU)CU, |

se dice que U es un espacio invariante bajo 7.

Por ejemplo, debido a que 7" es una transformacion lineal se cumple 7'(0) =
0, entonces el conjunto

U= {0}

es un espacio invariante.
También podemos observar
Ker(T)cV y T (Ker(T)) ={0} C Ker(T).
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Por lo tanto, el conjunto Ker(T) es un subespacio invariante bajo 7.
Otro ejemplo trivial de espacio invariante estd dado por V.

Ahora, supongamos que v € V,v # 0 y es vector propio de T' con valor
propio A € K, es decir

T(v) = \v.

Entonces, el espacio vectorial

(v) ={w € V|Fa € K,w = av},

es un espacio invariante. En efecto, sea wy, € T'((v)) entonces existe wy € (v)
tal que T'(wq) = wy. Como wy € (v), entonces existe a € K tal que wy = av.
Por lo tanto,

wy = T(ws)

T(av)
aT'(v)
= al\v € (v),

es decir,
wy € (v),

que implica
T ((v)) € (v).

Asi, el espacio generado por un vector propio de 7' es un espacio invariante.

Ademas, se puede mostrar que si los elementos del conjunto de vectores

| {v1,v9,-+ ,om}, m < n, (29.1)

son vectores propios de T, entonces el conjunto generado por estos vectores
definido por

| (V1,09, -+ LU = {w € V]I, € K,w = a;u;} |
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es un espacio vectorial invariante bajo T". En efecto, recordemos que si los vecto-
res (29.1]) son vectores propios de T, entonces existen \; € K(i = 1,2,--- ,m),

tal que
T(v)) = Moy,
T(va) = Ay,
T () = AU,
ahora supongamos que
wy € T ((v1,v2, -+ ,Um)),
entonces existe wy € (V1, Vg, -+, Up,) tal que
T(ws) = wy.

(29.2)

Ademas, debido a que ws es parte del espacio vectorial generado por el conjunto

(29.1), entonces existen m escalares ; € K tal que
W2 = Vs,
de donde

wy = T(ws)
= T(oyv)
= OéiT(Ui)

= Oéi)\ﬂ)i < <U1,U27" : 7Um>7

es decir,
wy € (V1,U2, -+, V),
que implica
T ({(v1,v2,++ ,Um)) C (V1,09

Esto quiere decir que el espacio generado por los vector propios de 1" es un

espacio invariante.

Ahora, supongamos que U; y U; son dos subespacios vectoriales de V' y

cumplen

UhulU; =V, UynU,=0,
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también supongamos que estos subespacios son invariantes bajo 7. Entonces
si
{uhu??'“ Jum}7 m<n,

es base de Uy y
{wlaw27“'awk}a m+k:n7

es base de Us, el conjunto
{uh Uy * v vy U, W1, Wa, " 7wk}7

es base de V. En este caso se tiene

T(u1) =aq1u1 + agaus + - - + QU + 0wy + 0wy + - - - + Owy,
T(’U,Q) =91 U1 + QU + « + + + Qo Uy, + 071)1 + OU)Q + o+ O’U;'k,

T(Upm) =mity + Qmatia + -+ + + QU + 0wy + Qws + - -+ 4 Owy,
T(?L‘l) :OU1 -+ OU2 + -4 Oum + 51111}1 + /3)12/102 + -+ “BM,,U);C,
T(wse) =0uy 4+ Oug + - - - + 0uy, + Porwy + Pogwe + -+ - + Bopwy,

T(“’k:) =0uy + Oug + - - - + Ouyy, + “82111}1 + 61{:2“}2 + ,‘igkfk,uylfﬁ

que se puede escribir como

T(uy) a;p o Qpy 0 e 0 Uy
T(U,z) Qg1 v o 0 --- 0 U9
T(“m) o Am1 - Oy 0o - 0 U
T(U/‘l) o 0 --- 0 611 ce “81]&, w1
T(wg) o --- 0 ﬁgl ce ng Wa
T(wk:) 0 - 0 Bk;l e sgk;k‘ W

Por lo tanto, usando base de estos espacios invariantes U; y Us la matriz
asociada a la transformacion lineal T' se simplifica y toma la forma

(X1 0
M= ( 0 X, )
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con

T T
‘ Xuij =y, Xy = B

En general, si los subespacios vectoriales de V'

| U, U, - - - Uy, r<n

son invariantes bajo 1"y satisfacen

V:U1UU2UUU,, UlﬁU,:@ 57&} [}:121

entonces, usando las bases de estos subespacios invariantes, la matriz asociada
a la transformacion lineal T tiene la forma

X 0 -+ 0
0 Xo -+ 0
M= LT
0o 0 --- X,
donde X; (i = 1,2,---,7) es la matriz asociada a la transformacion T res-

tringida al espacio invariante U;. Se puede observar que X; es una matriz de
d; x d;, donde d; es la dimension del subespacio U;.

Asi la forma de la matriz asociada a la transformacion lineal T se simplifica
usando las bases de los subespacios invariantes de V' bajo T.

Notese que el maximo nimero de espacios invariantes diferentes que pue-
de tener V es n. Cuando V tiene n vectores invariantes, cada matriz X; tiene
dimension uno y es un elemento de K. También note que cuando la matriz aso-
ciada a la transformaciéon 7' es diagonalizable, cada vector propio esta asociado
a un espacio invariante de dimensiéon uno y la matriz asociada a la transfor-
macion T se reduce a una matriz diagonal de la forma

MO0 - 0
0 X --- 0
0 0 --- \,
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Asi, si V tiene dimensién n y tiene n subespacios vectoriales invariantes bajo
T, la matriz asociada a la trasformacion T' es diagonalizable.

29.2. Valores propios repetidos

Sabemos que el polinomio caracteristico de la matriz asociada a la trans-
formacion T es de la forma

PA)=A=A)A=A2)--- (A= Ay).

Si todos los valores propios son diferentes, la matriz es diagonalizable y los
subespacios invariantes bajo T estan dados por los espacios generado por cada
vector propio.

Supongamos que el valor propio \; se repite k veces y los demdas no se
repiten, entonces tenemos los valores propios

)\11 )\27 e /\71.ka |

y los vectores propios

U1, V2, " Up—k-

Ademaés, en este caso el polinomio caracteristico de la matriz asociada a la
transformacion 7' es de la forma

PN =A=2)" A =X) (A= M)

Observe que si restringimos la transformacion 7' al espacio generado por
los vectores propios

Vo, v Up—is (29.3)

el polinomio caracteristico de la matriz asociada a la transformacion T’ restrin-
gida a este subespacio es

Pr()stringido(A) — (>\ - )\2) T (>\ - )\n,—kt) )
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mientras que la matriz asociada asociada a la transformacién T restringida a
este subespacio es

ﬂ"]rcstringido -

0 0 - A

En este caso cada, uno de los vectores (29.3) nos dan un subespacio invariante
bajo T.

Por lo tanto, es posible que el valor propio A\; esté asociado a un espacio
invariante de dimension r. Si existen r vectores propios de 7' linealmente in-
dependientes y asociados al valor propio A\, esos vectores propios formarian el
subespacio vectorial invariante de dimension r.

También es posible que existan [ < r vectores propios de T asociados al
valor propio A\; 0 que vy sea el inico vector propio de T" asociado al valor propio
A1. En todo caso debemos buscar los » — 1 vectores linealmente independientes
restantes que junto con v; formen el subespacio invariante de dimension r.

Ahora, tomemos la redefinicién

Wwo = U, A= )\1

que implica

| T(’U?()) = )\711().

Supongamos que existe un vector w; tal que

| (T — \I) (wy) = wy, | (29.4)

donde I es la funcion identidad. Note que otra forma de escribir la ecuaciéon

) s

T(/U/'[) - A’U,’] -+ wp. | (295)
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Si existe wy que satisface la ecuacion (29.4)) entonces los vectores

{wy, wo} (29.6)

son linealmente independientes. Para probar esta afirmacion supongamos que
existen g, a; € K tal que

Qw1 + Qpwy = 0. (297)
Aplicando la funcion T — Al a esta ultima ecuacion, se obtiene

a1 (T — M) (w1) + ao(T — M )(wp) = 0,

es decir,
ajwy = 0.
Por lo tanto,
] = O,
sustituyendo este resultado en la ecuacion (29.7)) se llegaba a
QoWoy = 0,
que implica
Qo = 07

asi
a1 = ag = 0.

Por lo tanto, el conjunto de vectores (29.6)) es linealmente independiente.

Ademas, el espacio vectorial generado por conjunto de vectores (29.6) es
invariante bajo 7. En efecto, supongamos que

v e <{U~'17 /LUo}> )

entonces existen Sy, 81 € K tal que

v = [rwy + Bowo,
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de donde, recurriendo a la ecuacion (29.5)), se llega a

T(v) = T(Biwi + Bowo)
= BiT(w1) + BoT (wo)
= B (Awr + wo) + BoAwg
= Bidwi + (Bi + BoA) wo,

esto es,
T'(v) = Braws + (B1 + BoA) wo,

que implica

T(v) € ({wi,wo}),

por lo que

T (({wr,wo})) C ({wr,wo}) -

Asi, el conjunto

({wy,wo}) .

es invariante bajo T

En general, si existen r — 1 vectores

{’11/’0, W1, W, , Wr_9, /U,'T,]} (298)

tal que
(T — N (wy) =wg_1, k=1,2,---,r—1, (29.9)
(T — \I) (wo) =0, (29.10)

entonces el conjunto de vectores (29.8)) es linealmente independientes y el es-
pacio vectorial generado por dichos vectores es invariante bajo 7.

Antes de probar estas dos afirmaciones, notemos que
(T — M) (wy) = (T — M) (wp—1) = wi_s,
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es decir
(T — )\I)Q(wk) = Wg—2,

en general se cumple

(T - )\I)l(wk) = Wg—1,

que implica

(T — AD*(w) = wo, (29.11)
(T — A wy) = 0, 1>k (29.12)

Ahora, supongamos que existen ag, g, -+, a,.—1 € K tal que
QoWo + 0qwWy + Wsa + + -+ + Qp_2Wp_2 + Qp_Wpr_1 = 0. (2913)

Entonces aplicando la funcion (T'— AI)""! a esta combinacion lineal y usando

las igualdades (29.11))-(29.12)), se llega a

(T — )\])r_l (aowo + ajwy + QW + -+ QW9 + Oér_le_l) =
= Oéo(T — )\])r71<w0> -+ Oél(T — )\[)7“71(,(1)1) —+ CtQ(T — )\I)ril('IUQ> + e
+ap_o(T — M) Hwp—g) + ap_ 1 (T — X)) (w,_1)

= q,_qwy =0
es decir,
1wy = 0,
por lo que
o, = 0.
Usando este resultado en la ecuacion se llega a
oWy + Wy + apwy + - -+ + Qp_ow,_o = 0. (29.14)

De la misma forma, aplicando la funcion (7' — AI)"~2 a la combinacion lineal

(29.14) se llega a

Qp_o = 07

que implica
oWy + qwy + asws + - -+ 4+ ay_zw,_3 = 0.

Realizando varias veces el mismo procedimiento, encontramos que

0402051:"':0(7«_2:@7‘_1:0,
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por lo tanto, el conjunto de vectores ([29.8)) es linealmente independiente.

Ademas, si
v E <w07 Wi, Wy, -+ 7wr—27w7‘—1> )

entonces existen Sy, 81, -+, Br_1 € K tal que
v = PBowo + Srwy + fowa + -+ + Brow, 2 + Br1wp_1,
por lo que, notando que la ecuacion se puede escribir como
T(wy) = Ay, + w1,
se obtiene

T(v) = T (Bowo+ frwy + Pows + -+ + Br_gw,r_o + Br_qwy_1)
= BT (wo) + SiT(wy) + BoT(w2) + -+ + Br 2T (wr—2) + Br 1T (wyr_1)
= Bowy + B1 (Awy + wg) + Pa (Awg + wy) + - - -
+Br—2 (Mwy_g + wr_3) + Br_1 (Aw,_1 + wy_2)
= (ABo + B1) wo + (AB1 + B2) wy + -+
+ (ABr—2 + Br—1) Wr—2 + Br_1 Awyp_q,

asi podemos concluir que
T'(v) € (wo,wr, Wy, , Wy, Wy_1) ,
que implica
T ((wo, w1, wa, -+, Wr—g, Wy_1)) C (Wo, W1, Wa, *** , Wy_2, Wyr_1) .

Entonces el espacio vectorial generado por los vectores (29.8)) es invariante bajo
la transformacion 7'

Por lo cual, el conjunto de vectores

Wy = V1, W1, W2, , Wp—1,V2,0V3, """

)
y Ur—n

son n vectores linealmente independientes y por lo tanto forman una base de
V. Ademas, los subespacios vectoriales

<Wo = V1, Wa, " ,Wp—1 >, <V >, < V3>, , < Up_p >
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son invariantes bajo 7'

Note que para r = 2 tenemos la base del espacio invariante {wg, w;}, que
cumple

T(Uio) :/\U,'o,
T(wy) = wy + wo,

esta relaciéon se puede escribir como

()= (3 2) (),

asi la matriz asociada asociada restringida esta base es

Al
n=(5 1)

a esta matriz se le llama bloque de Jordan de orden 2.

Si r = 3, la base del espacio invariante {wg, wy, ws} cumple

T(U'O) :>\1L'0./
T(wy) = wy + wo,
T(U)Q) :/\’llx'Q —+ w;y.

Esta relacion se puede escribir como

T (wo) A0 O Wo
T(u‘l ) = 1 X 0 w1
T (ws) 0 1 A Wy

Js=1| 0 A 1
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que es bloque de Jordan de orden 3.

Para r = 4 tenemos que la base del espacio invariante es {wg, wy, wq, w3} y

cumple

que se puede escribir como

T (wo) A0 00 Wy
T (w) B 1 A0 0 Wy
T(ZUQ) B 01 X O Wo
T(UJ3> 0 0 1 X Ws
entonces tenemos la matriz asociada
A1 0O
0O XN 10
ol
0O 0 0 A

que es el bloque de Jordan de orden 4.

Para el caso general la base del espacio invariante es {wq, wy, - -

cumple las relaciones

T (wo) =Awo,

T(wy) = wy + wo,
T (ws) =Awy + wy,

T(wp—1) = w1 + W,
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que implican la matriz asociada

A 10 0 0

0O A 1 - 0 0
Jp = :

0 00 - Al

que es bloque de Jordan de orden r.

Por lo tanto, usando la bases de los espacios invariantes, la matriz asociada
a la transformacion 7T es

J. 0 - 0
0 Ny --- 0
M = R i

0 0 - Ao,

En general, el polinomio caracteristico de una matriz puede tomar la forma

PO‘) = <)\ — /\1)7.'l (A — /\2)":2 o ()\ _ )\k)ik

con

21+22++lk:n

Por lo que, usando el mismo algoritmo que se emplea para el caso de un valor
propio repetido, se puede mostrar que con los espacios invariantes para cada
valor propio repetido la matriz asociada a la transformacion T' se puede escribir
€omo
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en donde J;; es el bloque de Jordan de orden i;.

29.3. Ejemplos

Como un ejemplo consideremos la matriz

1 2 —4
A= 0 3 0
01 3
de donde
1—A 2 —4
A—- )M = 0 3—2A 0
0 1 3—AX

cuyo determinantes es
det (A—X)=(3—=A)>(1-\)
que implica los valores caracteristicos
A =1, A2 = 3.

Como podemos ver, el valor propio Ay = 3 tiene multiplicidad 2.

Para obtener los valores caracteristicos debemos resolver los sistemas de

ecuaciones
0
01,
0
0
= 0
0

0 2
(A=MDv, = [ 02 0
01

x
)
z
-2 2 -4 x
(A= Xl)vy = 00 O y
2

1
v = 0 s
0
2
0 1.
1

Y

Vy =
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Para obtener el tercer vector linealmente dependiente debemos buscar un vec-
tor vz que cumpla

(A — )\2]) Vg3 = Vg,

es decir debemos resolver el sistema de ecuaciones

-2 2 -4 x -2
00 O y | = 01,
01 0 z 1
que implica
0
V3 = 1
1

Con los vectores propios vy, v9, v3 podemos formar las columnas de la matriz
de cambio de base

1 -2 0
U=10 01
0 11
cuya inversa es
1 -2 2
Ult=10 -1 1|,
0 10

con estas matrices se puede comprobar que se cumple

1 -2 2 1 2 —4 1 -2 0
UTAU = 0 —1 1 03 0 0 0 1
0 10 01 3 0 11

100

= 03 1

00 3

Asi, la forma canoénica de A es

J:

O O =
o W O
w = O
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29.4. Operaciones con Python

Si tenemos la matriz

7T 1 =3 2 2
-6 2 4 =2 =2
A=|10 1 3 1 -1

-2 -1 6 0 =3
-4 0 3 -1 -1

para obtener la forma candnica de Jordan podemos ocupar el siguiente codigo
de Python

from sympy import Matrix

2 A = Matrix([[7,1,-3,2,1],
[-6,2,4,-2,-2],
[0,1,3,1,-1],
[-2,-1,6,0,-3],
6 [-4,0,3,-1,111)
7 J,P=A.jordan_form()

s P

con el cual se consigue la siguiente matriz

310 0 0
03 1 0 0
00 3 0 0
000 2-2V3 0
000 0 2 - 23

Marie Camille Jordan (1838-1922) | fue un ingeniero y matemaético francés

que realizo diferentes aportaciones a las matemaéticas. Su primer trabajo fue
como ingeniero de minas, pero poco a poco se inclin6 més por las matematicas
y realiz6 un doctorado en esta disciplina bajo la direccion de Victor Puiseux
y Joseph Alfred Serret. En 1876 se convirtio en profesor de matemaéticas de la
Ecole Polytechnique. Trabajo en diversos temas como grupos finitos, geome-
tria, topologia, variable compleja y &lgebra. Fue de los primeros matematicos
que entendieron la importancia de los trabajos de Galois. También fue de los
primeros matemaéticos en emplear conceptos y herramientas del algebra para
estudiar problemas de geometria. En particular, el concepto de grupo. En este
aspecto a Jordan se le atribuye el concepto de homotopia, que es esencial en la
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topologia algebraica. Sus trabajos influyeron a otros matematicos importantes
como Sophus Lie y Felix Klein. En 1912 se retir6 de la academia, muri6 en
depresion debido a que tres de sus seis hijos murieron asesinados en la primera
guerra Mundial.

29.5. Ejercicios

1.- Obtener la forma canodnica de Jordan de la matriz

24 -6 0
41 -3 —4
A= 10 4 -1
04 -6 2
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Capitulo 30

Espacio dual

En este capitulo estudiaremos el Espacio Dual de un espacio vectorial. Nos
enfocaremos en los espacios vectoriales de dimension finita. El material que
veremos en este capitulo es importantes para entender temas posteriores.

30.1. Definicién

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K. Denotaremos el conjunto de
las transformaciones lineales de V' en K como

V*={T:V — K|T lineal},

a este conjunto se le llama espacio dual de V. Lo primero que podemos obsevar
es que, dado que V* es el conjunto de todas las funciones lineales de V' en K,
el espacio V* es un espacio vectorial sobre K.

30.2. Ejemplos

30.2.1. Caso C"

Como primer ejemplo, veamos un elemento del espacio dual de C". Supon-
gamos que vy es un vector fijo que pertenece a C" y que N es una matriz de
entradas complejas de n X n, entonces la funcion

T:C"—=C
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definida como
T(v) = v;' Nv (30.1)
cumple
Ty +Xave) = vETN (A\vr + Agvy)
= USTN/\lvl + USTNAQUQ

= )\1U8TN’01 + )\QUSTNUQ
)\1T(U1) + )\2T(U2).

Asi, la funcion T definida en (30.1]) es lineal y por lo tanto pertenece al espacio
dual (C")".

30.2.2.  Caso (M,x,(C))"

Ahora veamos un elemento de (M,,,(C))" . Recoremos que M,,»,,(C) es el
espacio vectorial de las matrices de entradas complejas de n x n. Para este caso,
supongamos que Ag es una matriz fija que pertenece a M,,,,(C), entonces se
puede definir la funcién

T: M, (C) — C,
tal que si A € M,,,(C) se cumple
T(A) =Tr(ApA). (30.2)

Considerando las propiedades de la traza, se puede ver que si A, B € M,,x,(C)
y A,y € C, se cumple

T(AM+~B) = Tr(Ay- (M +vB))
= Tr(My-A+~4- B)
= MNr(Ay-A)+~Tr (Ao - B)
= AT (A)+7T(B),

es decir
TA+~B)=\T"(A)+~T (B).

Por lo tanto, la funcion T definida en (30.2)) es lineal, lo cual nos indica que
pertenece al espacio dual (M,,,,(C))*.
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30.3. Producto escalar y espacio dual

Si un espacio vectorial tiene producto escalar es posible obtener elementos
de su espacio dual con la ayuda de dicho producto. En efecto, supongamos que
V' es un espacio vectorial sobre C con producto escalar, entonces si vy es un
vector fijo en V se puede definir la funcion

Ty :V —=C,

tal que

T, (v) = (vo|v) . (30.3)

Usando las propiedades del producto escalar se puede demostrar que 7,
es una funcion lineal. Esta tltima afirmacion es vedadera, pues si v1,v9 € V' y
A, Ag € C, se cumple

Too(Mv1 + Aova) = (vo|Aqv1 + Agvs)
= (vo|A1v1) + (vo|A2v2)
= A (vo|v1) + A2 (vo|va)
= ATy (v1) + ATy, (v2),

de donde
Too(A101 + Aova) = ATy, (v1) + ATy (v2).

En consecuencia la funcion T, definida en (30.3)) es lineal y pertenece al espa-
cio dual V™.

30.3.1. Ejemplo R3

Por ejemplo, en el espacio vectorial R3, con el vector constante fijo

a
Vo = b s
C

se puede definir la funcion 7}, tal que si

U1
_ 3
V= | VU2 eR s
U3
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entonces

U1
To(w)=(a b c) | v
U3

*

Esta funcion es lineal y por lo tanto pertenece al espacio dual (R?)

30.3.2. Ejemplo M,,,(C)

De la misma forma, en el espacio de las matrices de entradas complejas
de n x n, M,,,(C), si N es una matriz fija que pertenece a M,,,(C) se puede
definir la funcion Ty tal que para cualquier matriz M en M., (C) se cumple

Tn(M) =Tr (N*"M).

*

La cual es lineal y entonces pertenece al espacio dual (M,,,,(C))".

30.3.3. Ejemplo en el espacio de las funciones

Ademas, en el espacio vectorial de las funciones integrables en el intervalo
[a, b], con la funcion fija

g(x) =senz,

se puede definir la funcion 7}, tal que para cualquier funciéon intengrable f(x)
en el intervalo [a, b] se cumpla

Esta funcién es lineal y por lo tanto pertenece al espacio dual del espacio vec-
torial de las funciones integrales en el intervalo [a, b].

30.4. Base del espacio dual V*

Ahora para el caso de un espacio vectorial V' de dimension finita veremos
como construir una base para su espacio dual V*. Primero recordemos que,
dada una base de V, una funcion lineal sobre V estd definida de forma tnica
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por el modo en que actiia en los vectores de dicha base.

Suponagmos que V' tiene dimesion n y los vectores
U1, V2, ,Up (30.4)
forman una base de V, entonces si f € V* existen n elementos en K
L,
tales que
fv1) = an, fva) =z, -+, f(vn) = an, (30.5)

estas tltimas igualdades definen completamente a f. En efecto, siv € V, existen
N nameros

A, Ag, 0 A\, €K
tales que
V= AU1 + AoUg + -+ AU, (30.6)
por lo que, debido a que f es lineal, se cumple

fw) = f(Mvr+ Ave+ -+ Aop)
)\1f("01) + )\2f(v2) +e 4t )\nf(vn)
= Aog + X + -+ N,

es decir,
fv) = Mag + deag + -+ + N\,

Este resultado nos ayudara a encontrar una base para el espacio dual V'*.

De nuevo supongamos que los vectores (30.4) forman una base de V, en-
tonces definiremos las funciones lineales

{f1, - s fn}s (30.7)

tales que




Probaremos que las funciones (30.7) forman una base del espacio dual V*.

Antes realizar la prueba, notemos que debido a que los vectores (30.4))
forman una base de V, cualquier vector v € V se puede escribir de la forma

(30.6)), por lo que se cumplen

fitv) = fi(hvr+ Ava + -+ + Avy)
Arfi(vr) + Aafi(va) + -+ Aifi(vi) + -+ A fi(vn)
= )\i7

esto es,
filv) = \. (30.8)

Ahora probaremos que las funciones generan al espacio dual V™, es
decir, probaremos que si f € V*, entonces f es una combinacién lineal de las
funciones (30.7). Primero, notemos que si f € V* y el conjunto de vectores
es una base de V, entonces podemos definir la siguiente combinacién
lineal de funciones

fr=f)fi + foa) fa 4+ f(vn) fu-

Se puede observar que si v € V, se satisface

flw) = (flo)fi + fwa)fo+ -+ f(on) fr) (v)
= flor) i) + f(v2) fo(v) + - 4 f(vn) fu(v),

ademas, considerando que se cumple la igualdad (30.8) y que f es una funcion
lineal, se encuentra

fw) = flo)h + flog)he 4+ fva)An
= )\lf(vl) + >\2f(v2) + Anf(vn)
= f (/\12}1 + )\QUQ + -+ /\nvn)
= f(v).

En consecuencia, para cualquier vector v € V, se cumple

flw) = f(v),

lo que prueba que cualquier funcion f € V* se puede escribir como una com-
binacién lineal de las funciones (30.7) de la forma

f=Ffw)fi+ f(o)fot -+ Flon) fu
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Asi, las funciones (30.7) generan al espacio dual V*.

Para probar que el conjunto de funciones (30.7) es linealmente indepen-
diente supongamos que existen los valores

Y1572, s e € K

tal que

Y +rfet o+t =0.

En particular, para v; se encuentra

0 = (mfi+rfot - +vmfa)(v1)
= nfi(vr) +v2fa(vz) + -+ fu(vr),

entonces, considerado la igualdad (30.8)), se llega a

0 = 7fi(vr) +v2fe(ve) + - 4+ nfalv)
= 7

por lo que
71 = 0.
Con el mismo procedimiento se puede probar que
Ye=73=""=7 =0,

por lo tanto, el conjunto de funciones (30.7) es lineamente independiente.

En consecuencia, el conjunto de funciones (30.7) es una base del espacio
dual V*.

Se puede observar que este resultado también prueba que si la dimension
de V es n, entonces la dimension del espacio dual VV* también es n, es decir

dim (V*) = n.
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30.5. Cambio de base en el espacio dual
Ya demostramos que si V' tiene dimensiéon n y que el conjunto de vectores
{v1,v9,-+ o0} (30.9)
es base de V. Entonces, si las funciones
fiofa o fn (30.10)
satisfacen
fi (vj) = 6y, ,]j=1,2,---,n

forman una base del espacio dual V*. De la misma forma si el conjunto de
vectores

{vi, 05, 0} (30.11)
es base de V, entonces, si las funciones
flsfor i 1 (30.12)
satisfacen
fi/ (Ué) = dij,

tenemos una base del espacio dual V*.

Debido a que los vectores (30.9) y (30.11)) son bases de V, existe una matriz
U € Mp«n(K) tal que

v; = Usjv;.

De la misma forma, debido a que las funciones (30.10) y (30.12) son bases del
espacio dual V*, existe una matriz U’ € M., (K) tal que

fz, = Uz‘/jfj'

Se puede probar que se cumple
U= ("

349



En efecto, podemos ver que
0ij = f'L/(U;)
= fi(Ujrvk)
= Ujnfi(vx)
= Uijz/lfl(Uk)
= UpUgdu
= UpUj,
= UplUii
= (UU/T)ji
esto es,
o T
0ij = (UU )ji
de donde
vut =1,
es decir,
U=,
que implica

U= (U

Por lo tanto, bajo un cambio de base se tiene

/ ,
'l/’?- = UU Ujv

7= (0 =), b

ij

30.6. Ejemplos

30.6.1. Ejemplo en R?

Para R3 tenemos la base
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entonces la base del espacio dual de R? son las funciones lineales

f17 f2> f3a

que satisfacen

f1(€1) = 1, f1(€2) =0 f1(€3) =0,
faler) = 0, falea) =1, fa(es) =0,
f3(€1) = 0, f3(€2) =0, f3(€3) =L

Ahora, consideremos un vector arbitrario de R3

a 1 0 0
f1 b = f1 alO + bl1 +c 0
& 0 0 1
1 0 0
= af1 0 + bfl 1 + Cf1 0
0 0 1
= a7
es decir,
a
fl b = a.
C

De la misma forma, se puede comprobar que se cumple

Ademaés, debido a que f1, f2, f3 es una base de (R®)", entonces si f € (R?)”
existen A1, Ao, A3 € R tal que

f=Afi+Xafo+ Asfs
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de donde

o o

a
f(b) = (Mfit+Xafe+A3f3) ()
C
a a a
= M0 +Xfo|lb] +As3fs (b)
C C C

= )\161 + )\Qb + )\30.

Asi, todas las funciones del espacio dual (R*)", son de la forma

a
f (b) = A1a + Aob + Asc.
Cc

30.6.2. Ejemplo en el espacio de las matrices Myys(R)

Para Msy»(R) tenemos la base

/10 /01 /0 0 O
el_OOa 62_007 €3 = 1 0/ 64_017

entonces, una base del espacio dual de Mays(R) son las funciones lineales

fla f27 f37 f47
que satisfacen
filer) = 1, file2) =0 fi(es) =0, fi(es) =0,
faler) = 0, falea) =1, fales) =0, fales) =0,
fs(er) 0, fale2) =0, fales)=1, fslea) =0,
fa(er) 0, fale2) =0, fales) =0, fales)=1

Asi, para cualquier matriz de My,o(R)
a b
= ()
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debido a que f; es una funcién lineal, se cumple
a b 10 0 1 00 00
i) =G0 o) (@ 5) @ )
10 01 00 00
= ah (0 0)+bf1 (0 0)+Cf1 (a 0)+df1 (o 1)

= a,’
S (CCL Z) = a.

De la misma forma, se puede comprobar que se cumple

(¢ e 5 8- a9

Ademas, debido a que fi, f2, f3, f4 forman una base de (May2(R))", entonces
si f € (Maxa(R))", existen A, Ay, A3, Ay € R tal que

f=Mfi+Xafo+Asfs+ Aafa

es decir

de donde

f@ 9 =(Mﬁ+&ﬁ+&ﬁ+&@<iz>

= Mﬁ(iZ>+Mﬁ<ZZ)+Mﬁ(ZZ)+Mﬁ(ZZ)

= )\1& + )\Qb + )\30 + )\4d

Asi, toda las funciones del espacio dual (May2(R))" son de la forma

f <CCZ Z) = A1a + Aab + Azc + M\yd.

30.7. Ejercicios

1.- Para el espacio dual (Msz,3(R))"
a) Obtener una base.
b) Obtener la forma general de una funcion de este espacio dual.
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Capitulo 31

Funciones bilineales

En este capitulo estudiaremos el concepto de funcién bilineal, el cual ex-
tiende el concepto de funcién lineal y tiene una amplia gama de aplicaciones.

Los temas de este capitulo son importantes para entender conceptos y apli-
caciones avanzadas del algebra lineal.

31.1. Definiciéon

Sean V.U y W espacios vectoriales en el campo K, se dice que la funcion
T:VxU—=W

es bilineal si cumple las condiciones

Yoy, ve € Viue U, T(vy +vg,u) = T(vy,u) + T(vg, u),
Yo € Viuy,ug € U, T(v,uy +ug) =T (v,ur) + T(v, uz),
VweViueUMe K, T(\,u)=\(v,u),
VoeViueUMeK, T (v, \u) = XT' (v, u).

Note que esta definiciéon nos dice que la funcion T es bilineal si es lineal en
cada una de sus entradas.

De hecho se puede probar que una funcién es bilineall si y solo si cumplen
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las dos condiciones

V)\l, )\2 € ](, V’Ul, Uy € V u < U, T ()\17)1 -+ /\2’1)2, ’II‘) = /\1T(’U1 s ’II‘) + /\2T</UQ./ 'U,),
VAL, A € K,Vo € Viug,ug € U, T(v, Mqug + Agug) = MT(v,uy) + AT (v, us).

Ver ejercicio 1.

31.2. Ejemplos

31.2.1. Ejemplo en C x C

Para construir el primer ejemplo, supongamos A es una constante compleja,
entonces definamos la funcion

T:CxC—C
tal que si z,w € C se cumple

T(z,w) = Azw. (31.1)
Esta funcion es bilineal, pues si v1, 72 € C, para cualquier 21, 25 € C se tiene

T (7121 + Y222, w) = (121 + Yeze)w
= IM1z21w + Ayezw
= v (Azw) + 72 (Azw)
= T (z1,w) + T (z,w).

Adicionalmente, para cualquier wy, wy € C se cumple

T (2, w1 + yowz) = Az (nwr + Yws)
AY12W1 4+ AYazws
= mz(Awy) + 72 (Azws)
= 1T(z,w1) + T (z,ws).

Por lo tanto, la funcién definida en (31.1)) es una funcion bilineal.
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31.2.2. Ejemplo en R" x R"

Ahora veamos un ejemplo en R™ x R”, supongamos M es una matriz de
entradas reales de m x n,

Mll M12 e Mln
M= MQl MQQ o ]\4.271 ’
Mml Mm? e an

entonces definamos la funcion

T:R"xR"—R

tal que si
aq bl
ag b2
u= e R™, v = e R"
A, by,
entonces

T(u,v) = u'Mv

Mll M12 e Mln bl
M21 M22 e MQn b2

— (aoar e oan) | : | 312)
Mml Mm2 T an bn

Esta funcion es bilineal, pues si 71,7 € R, para cualquier u, v’ € R™ se tiene
T (yiu+yu',v) = (mu+ypu)” Mo
= (mu” +u™) Mu
= mul Mv + yu" Mv
= nT(u,v) + 7T (W, v).
Adicionalmente, para cualquier v,v’, € R" se cumple
T (u,mo+790") = u' M (o +750")
= u' My + u’ Mg/
= yul Mo + yu’ Mo
= 1T (u,v) + T (u,v).
Por lo tanto, la funcion definida en es una funcion bilineal.
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31.2.3. Ejemplo con matrices

Como otro ejemplo, consideremos el espacio de las matrices reales de n x n,
M, xn(R). En este espacio supogamos que N es una matriz fija de n x n.
Entonces, podemos definir funcién

T : Mpsn(R) X Mysn(R) = Mpun(R)
tal que si A, B € M,,x,(R) se cumple
T(A,B) = ANB. (31.3)
Note que, si 71,72 € Ry Ay, Ay € Myxn(R), se encuentra

T (A1 + A2, B) = (A1 +74) NB
’ylAlNB + ’YQAQNB
= 1T (A1B) + 7T (A:B).

Ademas, si By, Bs € M, x,(R), se obtiene

T(A,Br+72B2) = AN (mBi+72B,)
= ANvB; + AN, DB,
— 5 (ANB)) + 72 (ANB,)
— T (A B) + 7T (A, By).

Asi, la funcion definida en (31.3) es una funcion bilineal.

31.2.4. Ejemplo con funciones

Veamos un ejemplo en el espacio de las funciones de una variable real deri-
vables, denotaremos a este espacio como A. Supongamos que A es un constante
real, entonces definamos la funcién

T:AxA— A

con la regla

T(f9)(@) = Af(@)-g(z),  fg€A (31.4)
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Supongamos que V1,7 € Ry que fi, fo,9 € A, entonces se cumple

Tt mfag) = AAE) +1h() agla)

= MA@ g@) + A ala) gl

= o (M50 42 (Malo) o))
= nT(fi.9) +7%T(f, 9)-

Ademas, si g1, g2, f € A, entonces se cumple

T (4 me) = M) s (191(@) +2202(2)

= M) mnan(w) + A )5 0n()

= M) S (2) + N0 () ()

~ . (/\ f(:r)a%gl(x)) +7 <Af (x)%gl(x) )

= nT(f,91) +7T(f g2)

Por lo tanto la funcion definida en (31.4]) es una funcion bilineal.

31.3. Funciones bilineales actuando en una base
Recordemos que si V; y V5 son espacios vectoriales sobre K y la funcion
F:Vi—=V

es lineal, entonce si F' estd definida en una base del dominio Vi, autométi-
camente estd definida en todo el dominio V;. También recordemos que si dos
funciones lineales coinciden en una base del dominio, esa funciones son las mis-
mas. Probaremos que tenemos un resultado similar con las funciones bilineales.

Supongamos que U, V, W son espacios vectoriales de dimension finita sobre

K con
dim(U) = n
dim(V) = m.
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También supongamos que la funcion
T:UxV =W

es bilineal. Probaremos que si T' esta definida es una base de U y en una base
de V, autométicamente esta definida en todo el dominio U x V.

Para iniciar la prueba notemos que debido a que T es una funcién sobre
UxV, si

Up, Us, -+ ) Uy
es una base de U y

U1, V2, ,Un
es una base de V| entonces existen nm vectores en W tales que

T(usvj) =wiy, =12, m,j=1,2--- n, w;eW (31.5)

Ahora supongamos que u € U y v € V, entonces existen m elementos en K

A, Aoy Ao,
tales que

U= Mup + Aals + - + Ay,

y existen n elementos en K

Y1725 5 Un
de tal forma que

U = Y1U1 + YoV + - - - + YpUn.
De donde,
T'(u,v) =T (Nui, v5v;) = Ny T (i, v;) = Niyjwig,

esto es

T(u,v) = N\ywij, (31.6)
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Por lo tanto, si una funcién bilineal se define sobre una base U y una base V,
automaticamente esté definida sobre todo el dominio U x V.

Ahora, supongamos que
G:UxV—>W
es otra funcion bilineal que satisface , es decir cumple
G(us, v;) = wj.

Por lo cual, considerando la igualdad (31.6) y que G es una funcion bilineal,
se encuentra

G(u,v) = GN\ui,vv5)
= A G(ui,v5)

AiYjWij

= T(u,v),

de donde
G(u,v) = T(u,v).

Como este resultado se cumple para cualquier v € U y cualquier v € V
entonces

G=T.

Por lo tanto, si dos funciones bilineales coinciden en una base de U y una
base de V| coinciden en todo el dominio U x V| es decir son iguales

31.3.1. Ejemplo

Por ejemplo, sea V = R* con la base
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) (0,0,0,1)

y U el espacio vectorial de las matrices de entradas reales de 2 x 2 antisimétricas

con la base
0 —1
1 0 /-
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Entonces definiremos la funcion bilineal

T:V x U—>M2X2(R)

(oonn 0 5) - (1)
(a0 5) - (1)
(o (0 5)) - (1)
(s 5)) - (1)

Por lo cual, la forma general de esta funcion bilineal es

0 —e
(lwnen(* 7))
:T( (1,0,0,0) 4+ 6(0,1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + d(0,0,0,1),e (O _1))
0 -1 1
—aeT((l,0,0,0),(l 0>)+66T((0,1,OO < O))
0 -1 -1
+ceT { (0,0,1,0), +deT | (0,0,0,1),
1 0 0
10 01 00 00
—ae(o 0)—|—be<0 0)+ce(1 0)+de(0 1)
B ae be
— \ce de)’
entonces la bilineal funcion bilineal es

T <(a,b, ¢,d), (2 _Oe)) = (iz ZZ) .

31.4. Ejercicios
1.- Sean V,U y W espacios vectoriales en el campo K,y

T:VxU—=W
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T una funcién. Probar que T es una funcion bilineal si y solo si satisface las
condiciones

V)\l, )\2 € K, Vvhvg € V,u € U, T ()\17)1 + )\2'112, U) = >\1T('U1, U) + )\2T(1)27u>,
VA, A € K,Yv € V,up,us € U, T(U, Auq + )\QUQ) = )\1T(’U, Ul) + )\QT(U, Ug).

2.- Sea V = R? con la base

(1,0), (0,1)

y U el espacio vectorial de las matrices de entradas reales de 2 x 2 simétricas

con la base
10 0 0 01
0 0)’ 01 1 0/)°

Encontrar la funcion bilineal

T:VxU—=R
tal que
T<(1,O),<(1) 8)) —~ (1,0,0,0,0),
T<(O,1),<(1) 8)) ~ (0,1,0,0,0,0),
T<(1,0),(8 ?)) —~ (0,0,0,1,0),
T<(O,1),(8 ?)) — (0,0,0,0,0,1),
T<(1,O),((1) é)) ~ (0,0,1,0,0,0),
T<(O,1),((1) é)) — (0,0,0,1,0,0).
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Capitulo 32

Formas bilineales

En este capitulo veremos el concepto de forma bilineal. En particular, ve-
remos que este concepto esté relacionado con el concepto de espacio dual, el
cual se define en el espacio de las funciones lineales.

32.1. Definiciéon

Sean V' y U espacios vectoriales sobre el campo K, si la funcion
T:VxU—K

es una funcion bilineal, se dice que T' que es una forma bilineal. EI conjunto
de funciones bilineales de V' y U en K se denota como

L*(V,UK).
Si U =V se denota
L*(V,V,K) = Bil (V).

32.1.1. Ejemplo en C" x C"

Por ejemplo, si M, es una matriz de coeficientes complejos, la funciéon
T:C"xC"—=C
definida como
T (v1,v2) = vi M,

es una funcion bilineal y por lo tanto una forma bilineal
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32.1.2. Ejemplo con matrices

Como otro ejemplo, consideremos el espacio de las matrices reales de n x n,
M, xn(R). En este espacio supogamos que N es una matriz fija de n x n.
Entonces, podemos definir funcién

T : Muxn(R) X Mpn(R) = R
tal que si A, B € M,,«,(R) se cumple
T(A,B)=Tr(ANB). (32.1)
Note que, si 71,72 € Ry Aj, Ay € M, (R), se encuentra

T (mA1+72A2,B) = Tr((n1A1 +7242) NB)
= Tr(mANB+,A;NB)
= mTr(AB)+yTr(AB).
= T (A1B) + T (AyB).

Ademas, si By, By € M, x,(R), se obtiene

T (A, B+ 7By) = Tr(AN (1B + 72B2))
= Tr(ANv B, + AN, B,)
= mTr(ANDB;) + Tr (AN DBs)
= T (A, By) + 7T (A B,).

Asi, la funcion definida en (32.1) es una funcion bilineal y por lo tanto una
forma bilineal.

32.1.3. Ejemplo con funciones

Veamos un ejemplo en el espacio de las funciones de una variable real
derivables e integrables en el intervalo [a, b]. Denotaremos a este espacio como
A. Supongamos que A es un constante real, entonces definamos la funcion

T:AxA—-R

con la regla

1(1.9)= [ M@ golade.  fgea (322)
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Supongamos que V1,7 € Ry que fi, fo,9 € A, entonces se cumple

b 0
TOufi+2hg) = [ A +2fala)) o (o)

= [ () o) + 3apate) o)) o

= [ (e e [ (ne) ot )
= nT(f1,9) +7%T(f29).

Ademas, si g1, g2, f € A, entonces se cumple

b 0
T (fngn+0) = [ M@ (r0a(0) + 1aga(a) d

= [ (V@ s + A0 Engto) )

=7 b (M) o)) dot 2 [ b (M) gl do
= nT(f, 1) +%T(f g92)-

Entonces la funcion definida en (32.2)) es una funcion bilineal y por lo tanto
una forma bilineal.

32.2. Matriz asociada

Cuando los espacios vectoriales tienen dimension finita de forma natural
las formas bilineales tienen asociada una matriz.

En efecto, supongamos que U, V son espacios vectoriales sobre el campo K,
con

dim(U) = m,

dim(V) = n.
También supongamos que

Uy, U2y -0 5 Um
es una base de U y

U1, V2, ,Un
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es una base de V. Entonces si
T:UxV = K

es una funciéon bilineal, existen nm vectores en K tales que

T(u,v;) =M, 1=1,2,--- m,j=12,---,n, M;ekK. (32.3)

Asi, podemos definir la matriz

My, Myy - My,
M= ]\,,{21 \122 e “]\’{277,
A"Lnl ‘\[7712 o ]\"[772 n

Esta matriz define completamente a la forma bilineal. De hecho, si u € U
y v € V, entonces existen m elementos en K

Ay Ao A,
tal que
U= Mup + AaUs + -+ + A,
y existen n elementos en K
Y1725 Tny
tal que
V=701 + Y202 + -+ YpUn.
Por lo tanto,

T(u,v) = T(Nui,v;v5)

= )\i’}/jT(Ui,Uj)
= )\z"YjMij
= M
My My --- M, ga!
OV VD VN S
Mml Mm2 an Tn
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esto es

T(U,U) = ()\1 )\2

32.3. Ejemplos

32.3.1. Ejemplo 1

Mll
M21

Mml Mm2

M12
M22

Mln
M2n

Por ejemplo, sea K =Ry U = R% V = R3, con las bases

o @) O fo-

1
0
0

o)

Entonces podemos definir la forma bilineal tal que

F(Ul, Ul)

F(Ul, UQ)

F(ul, UQ)

F(UQ, 'Ul)

F(UQ, UQ)

F(Um U3)

De donde

F

([ F(uy,v1) F(ug,v9)
M o (F(Ug, Ul) F(UQ, 7)2)

0

=11
0

1

0

0

0

1

0

0

0

1

1

0

0

0

1

0

0

0

1

, U3 =

§a!
V2

Tn

_ o O



De donde, para cualquier dos vectores de R? y R3 se tiene

a by a b c by
F < 1) s bg = (a1 ag) ( ) bQ
as bs d e f bs

32.3.2. Ejemplo 2

Supongamos que U un espacio vectorial de dimension m, V un espacio
vectorial de dimension n. Entonces, si M es una matriz que pertenece a
Mixm(K),, dada una base de U, {u;}i2,, y una base de V, {v;}7_,, se puede
definir la forma bilineal F' tal que

F(Ui,/l]j) = Mz]

Por ejemplo, con la matriz

M = € Msy3(R),

L Q.
> 00 o
Q= O

se puede definir la funcién bilineal

F:RPxR SR

tal que
a by a a b c b,
F as |, b2 = (05} d e f bQ
as bs as g h q bs

32.4. Espacio dual y formas bilineales

Ahora veremos que todas la formas bilineales se pueden expresar en térmi-
nos de espacios duales.

Para iniciar, supongamos que U y V son espacios vectoriales sobre K y
U*,V* son sus espacios duales. Entonces, si f € U* y g € V* podemos definir
la funcion

T:UxV =K
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tal que siu € U y v € V se cumple

T(u,v) = f(u)g(v) (32.4)

Probaremos que T es una funcion bilineal y por lo tanto una forma bilineal.
Para realizar la prueba supongamos que \,v € K,u;,us € Uy v € V, por lo
que

T (Auy +yug,v) = f(Aug +yuz) g(v)

= (Mf(u1) +7f(u2)) g(v)
Af(ur)g(v) + v f(u2)g(v)
= N (uy,v) +~7T (ug,v).

Ademas, si u € U y vy,v9 € V se encuentra

T (u, Aoy +qva) = f(u)g(Avr + yv9)
= f(u) (Ag(v1) +vg(v2))
= Af(wg(v) +7f(u)g(v2)
= MN(u,v1) + T (u,vq).

Asi, la funcion (32.4]) es una forma bilineal.

32.5. Base de las Formas Bilineales

Con las bases del espacio dual de U y V se puede obtener una base de las
formas bilineales de U x V.

Para probar esta afirmacion recordemos que si U es un espacio vectorial de
dimension n sobre Ky

{u17u27 e Um}

es una de sus bases, entonces el conjunto de funciones

{flan?"' 7fm} (325)

que satisfacen

fi(uj):(;ijv Z7j:172) , M



son una base del espacio dual U*. De la misma forma, si V' es un espacio
vectorial sobre K de dimensiéon n y

{'Ul,'UQ, © 2 Up

es una de sus bases, entonces el conjunto de funciones

{91’927"' 7gn} (326)

que satisfacen
gk(vl)zékla k7l:1a2a"' , 1

son una base del espacio dual V'*.

Con las funciones (32.5)) y (32.6)), se pueden construir las funciones de U x V'
en K,

flglaf1927"' 7flgn7f2.gl>f292a"' 7f2.gna"' 7fmglafm927"' 7fmg7’b (327)

las cuales son formas bilineales. Las funciones (32.7)) son una base del espacio
de las formas bilineales de U x V en K,

Bil(U,V,K)={T:U x V — K|T Bilineal}. (32.8)

Primero probaremos que las formas bilineales (32.7)) general al espacio (32.8]).
Asi, supongamos que la funciéon

T:UxV —>K
es una forma bilineal, entonces existen nm elementos de K tal que
T(ui,vi) = i,
ademas, podemos definir la funcién bilineal
T" = ik figr-
Ahora, si u € U, entonces existen m elementos de K
Mo A2, A
tales que

U= AUy + Aotg + -+ AUy,
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de forma analoga si v € V| entonces existen n elementos de K
YisV2, 0, In
de tal forma que

V= Y101 + YoU2 + -+ YpUp.

Entonces,

T(u,v) = T(Nui, yvr)
= AT (ui, vy,
= AVQik,

ademaés,

T'(u,v) = aufj(u)gv)
i fi(Nii) gi(Vevr)
i f(wi) vegi(vr)
= Nk fi(us) gi(v)
AiVki05i01k

= AYEQk-

Por lo tanto, para cualquier (u,v) € U x V se cumple
T(u,v) =T (u,v),
en consecuencia cualquier forma bilineal se puede escribir de la forma

T = oir figr

que es una combinacion lineal de las formas bilineales (32.7) Por lo tanto, el
espacio de las formas bilineales (32.8)) es generado por las funciones (32.7)).

Ahora probaremos que el conjunto de las formas bilineales (32.7) son li-
nealmente independientes. Para realizar esta prueba, supongamos que existen
nm elementos 3;, € K tales que

Bir figr = 0,

entonces

0 = (Binfigr) (u1,v1)
Bik fi (Ul)gk<U1)
= Birdidm

= [,
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es decir,

11 =0.

Con el mismo procedimiento, se puede mostrar que para cualquiera 7,k se
obtiene

Bi = 0.

Por lo tanto, el conjunto de funciones (32.7) es una base del espacio de las
formas bilineales

Note que si U tiene dimension m y V' tiene dimensiéon n, entonces el espacio
de las formas bilineales tiene dimension nm, es decir

dim (Bil(U,V, K)) = nm.

En particular, si U = V' se obtiene

dim (Bil(V,V, K)) = n?.

32.5.1. Ejemplo

Por ejemplo, para R? tenemos la base

) )

por lo que el espacio dual tiene como base las funciones lineales

f17 f27

que satisfacen

0,
1.

f1<€1) = 1, fl(ez)
faler) = 0,  fa(ea)

Mientras que para el espacio Myyo(R), tenemos la base

(10 (01 (00 /(00
™M=Ap 0/ "™T\o o) "™T\10) "™ \o 1)
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entonces una base del espacio dual de May»(R) son las funciones lineales

g1, g2, gs, g4,

que satisfacen

gi(m1) = 1, gi(m2) =0 gi(ms3) =0, gi(my) =0,
g2(m1) = 0, go(ma2) =1, ga(ms) =0, go(ma) =0,
gs(m1) = 0, gs(ma) =0, gs(ms)=1, gs(ma)=0,
ga(m1) = 0, ga(ma) =0, ga(msz) =0, ga(ma)=1

Asi, una base de las formas bilineales de R? x My,»(R) son la funciones

f191, f192, f193, 194, f291, f292, f293, f294,

y una cualquier forma bilineal de R x Mo, 5(R) se puede escribir como

T = anfigi + a2 fi92 + aaz figs + s figa + o1 fog1 + oz faga + s fags + s foga,

con oy; € R. De donde

7)€ ) = e

Fao1ya + aooyb + ansyc + anayd.

Se puede observar que con la matriz y el vector

Q11 Q12 (3 (4
)
Qg1 Qg Qg3 Oigg

QL O o Q

se tiene

Z a b Q11 Q2 Q13 Qg4
T -
((y) ’ (C d)) (1: y) (0421 Qg2 Qi3 0624)

Q.0 o9
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32.6. Ejercicios

1.- Para el espacio R3 x Mayy»(R)
a) Obtener una base de sus formas bilineales.
b) Obtener la expresion generales sus formas bilineales.

¢) Obtener la expresion matricial sus formas bilineales
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Capitulo 33

Formas cuadraticas

En este capitulo estudiaremos las formas cuadraticas y algunas de sus apli-
caciones en geometria y fisica.

En particular, estudiamos la forma cuadratica que fundamenta la relativi-
dad especial y que implica las transformaciones de Lorentz.

33.1. Definicion

Supongamos que V es un espacio vectorial sobre el campo K y que la
funcion

T:VxV =K

es una forma bilineal. Entonces podemos definir la funciéon de V en K

| q:V =+ K |

de tal forma que si v € V se tiene la regla

q(v) =T(v,v).

A esta funcidn se le llama forma cuadratica.
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33.2. Matriz asociada

Si ¢ es una forma cudadrica, entonces es una forma bilineal y debe tener
asociada una matriz.

Para encontrar la matriz asociada, supongamos que V tiene dimension n y
que los vectores

U1, V2, ,Un

forman una base de sus bases. Por lo que si v € V, entonces existen n elementos
de K

DYID VIR W
tales que
V= MU+ AU + -+ -+ AU,
y por lo tanto tenemos

q(v) = T(v,v)
= T()\ivi; )\jvj)
= )\iT(Ui,’l}j))\j

= ()\1 Ay o- An)n

con

T]lJ = T(Ui‘ l”j)? Z._/j e 1 27 e 7n’.

Se puede observar que definiendo

A
x- |,
A
se tiene
q(v) = q¢(X) = XTnX. (33.1)




33.3. Transformaciones invariantes

En la geometria y en varias areas de la fisica son importantes las transfor-

maciones lineales

X' = AX A€ Mnxn (R)

(33.2)

que dejan invariante a la forma cuadratica (33.1)), es decir, las transformaciones

lineales que cumplen

q(X') =q(X).

(33.3)

Note que considerando la expresion (33.1)), la igualdad (33.3)) se puede escribir

como

XTnX' = XTnX.

(33.4)

Ademas, se puede observar que sustituyendo la ecuacion (33.2)) en la igualdad

se obtiene

XTypX' = (AXT)pAX

X" (A™nA) X
= X'nX,

de donde

X" (ATnA) X = XTpX.
Esta tdltima igualdad se cumple si

ATnA =1
que implica
det (A"nA) = detn.

Asi, tomando en cuenta que det AT = det A, se obtiene

(det A™) (detn) (det A) = (det A)? (detn) = detn.

Por lo que si n es una matriz invertible, es decir si

detn # 0,
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entonces la ecuacion (33.6)) implica
(det A)* =1,
esto es

det A = +1.

Por lo tanto, cuando 7 es invertible, las matrices que dejan invariante la
forma cuadratica (33.1) son invertibles.

Si n es invertible, podemos definir el conjunto de matrices invertibles

Gr/ - {A E MT},XH,(RHATT]A - 777 det’ 7] # ()} :

Con el producto de matrices, el conjunto G, es un grupo.

Antes de realizar la prueba recordemos que para que G, sea un grupo debe
cumplir las siguientes propiedades:

1) Axioma de cerradura:

| AI,AQ € G’] — ANA, € G’]' |

2) Axioma de asociatividad:

| A, Ao, A3 € Gy, = Ai (Ag - A3) = (A1Ag) Ag. |

3) Axioma del neutro:

il e G,,VA e G, = AN-IT=1-A=A. |
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4)Axioma del inverso:

VAeG,, 3Nt eG,, ANTT=ATA=1

Se puede observar que I € G, por lo que se cumple el axioma del neutro.
Ademas, debido a que los elementos de G, son matrices, se cumple el axioma
de la asociatividad. Por lo tanto, para mostrar que G, es un grupo solo debe-
mos mostrar el axioma de la cerradura y el axioma del inverso.

Primero mostraremos el axioma de la cerradura, para ello supongamos que
A1, Ay € G, entonces se cumple

A1T77A1 =1, AgﬁAz =,

por lo que
(MiAs) n(MAy) = AT (ATnA7) A
= Ag??AQ
m,
es decir,

(AA2)" 1 (AAg) = 1.

De donde, si Ay, Ay € Gy, se cumple AjAy € Gy, lo que prueba que se cumple
el axioma de la cerradura.

Ahora probaremos el axioma del inverso. Supongamos que A € G, entonces
sabemos que existe la matriz inversa A™! y se cumple la ecuacion (33.5)). Por
lo tanto, de la ecuacion (33.5)), se obtiene

(A7)0 = (A7) (ATnA)
— (A )" ATnA
= (M)
= A,
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es decir,

de donde
(A7) AT = AN =1,
esto es,
(A_l)T nA_l =1.

Esta igualdad nos indica que si A™' € G,. Por lo tanto, si A € G, entoces

A! € G, en otras palabras, se cumple el exioma del inverso.

m

Por lo tanto, el conjunto G, es un grupo, es decir, si detn # 0 el conjunto
de las transformaciones lineales que dejan invariante la forma cuadratica (33.1))
es un grupo. Estos tipos de grupos son fundamentales para diferentes leyes de
la fisica.

33.4. Distancia

Como primer ejemplo, supongamos que V = R" y
n=1.
Entonces, si
I
Ta
Ty

la forma cuadratica es

¢ X)=X"IX = X"X =200, =2 + a5 + -+ 22 = 1",

Note que con la matriz identidad, la forma cuadratica nos da la distancia eu-
clidiana de un vector de R™ al origen. Por esta razon, se dice que la matriz
identidad es la métrica del espacio euclidiano.
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En particular, para R? se tiene la forma cuadrética

r’ =] + a3 + 23. (33.7)

Esta cantidad es muy importante en la Fisica. Por ejemplo, la fuerza gravita-
cional entre dos cuerpos masivos depende de las masas y del inverso de 2. De
la misma forma, la fuerza eléctrica entre dos particulas cargadas depende de
las cargas vy del inverso de r2. En este caso, el grupo que deja invariante a la
forma cuadrética 72 es el grupo de rotaciones y se ha mostrado experimental-
mente que la fuerza gravitacional y la fuerza electrostatica son invariantes bajo
rotaciones. Adicionalmente, a nivel cosmolégico, de forma observacional se ha
mostrado que aspecto del universo no cambia segin el angulo con el que se
enfocan los telescopios. Por lo tanto, cualquier teoria cosmologica que intente
describir al universo debe ser invariante bajo rotaciones.

Asi, la forma cuadratica (33.7) y su grupo de transformaciones que la dejan
invariantes son importantes para describir la naturaleza.

33.5. Pseudodistancia

Ahora veamos un ejemplo en la relativida especial de Einstein. En esta
teoria, si ¢ es la velocidad de la luz, t es el tiempo y x, y, z son las coordenadas
del espacio tridimensional, un cuadrivector se define como

X = . (33.8)

En este espacio-tiempo se define la llamada métrica de Minkowski como la
matriz

3
Il
S O O
@]
|
—_
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De donde, se puede construir la forma cuadratica

(X)) = s? = XTnX

1 0 0 0 ct
- Y 0 0 -1 0 y
0 0 0 -1 z
PPy =
es decir
s =M — a? —y? — 22 (33.9)

A esta forma cuadratica se le llama pseudodistancia y fue propuesta por A.
Einstein para poder explicar que la velocidad de luz es la misma para cualquier
observador que se mueve con velocidad constante con respecto a la fuente de
luz. Asi, la forma cuadratica es la piedra angular de la relatividad de A. Eins-
tein.

Al grupo de transformaciones lineales que dejan invariantes la forma cua-
dratica se le llama transformaciones de Lorentz. Un estudio completo
del grupo de Lorentz rebasa los propositos de este libro, pero veremos algu-
nos miembros de este grupo y algunas de sus implicaciones. Por simplicidad,
consideremos la matriz

a; ay 0 0
laaey)
0 0 01
entonces, la ecuacién
ATpA =
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se puede escribir explicitamente como

ay; das 00 1 0 0
T . Ao Q4 00 0 —1 0
AnAh =10 9 10]]lo 0o -1
0 0 01 0O 0 0
a; as 0 0 aq a9
B as a4 0 0 —a3 —ay
N 0O 0 10 0 0
0 0 01 0 0
a? —ai  ajas — azay
. 109 — A3Qy CL% — CL?I
- 0 0
0 0
1 0 0 0
B 10 -1 0 0
— "o 0o -1 0|
O 0 0 -1
que implica
a% — a§ =1,
a3 — a3 = —1,

ai1ao — Azdyq4 — 0.

Ahora, definiendo

v
™
&

1

7:\/1—_7527

se obtienen las soluciones

ay = Qa4 =7,

ay = az= —[(".

Por lo que una transformacion de Lorentz esta dada por

v =By
| =By
A= 0 0
0 0

0

o = O

_ o O O

O = O O

_— o O O

(33.10)
(33.11)
(33.12)



de donde

ct’ v =08y 0 0 ct
21 =By v 00 x
y | 0 0 10 y |’
2! 0 0 01 z

que implica

Uno de los postulados que impuso Albert Einstein para construir su teoria
especial de la relatividad es que las leyes de la fisica deben ser invariantes bajo
las transformaciones de simetria de la forma cuadratica . Otra forma de
expresar este postulado es que las leyes de la fisica deben ser invariantes bajo
las transformaciones de Lorentz.

Se puede observar que la ecuacion
ct" = v (ct— px)

nos indica que el tiempo no es un cantidad absoluta, pues depende de 3 que
a su vez depende de la velocidad del observador v. Esta ley de transformacion
ha sido comprobada experimentalmente de diversas formas. El hecho de que
el tiempo no sea una variable absoluta, si no que dependa del observador, fue
un paso revolucionario en la Fisica y en todas la ciencias.

Al estudiar las simetrias de la ecuacién de onda, H. Lorentz descrubrio las
transformaciones que llevan su nombre. Sin embargo, fue Albert Einstein quien
propuso cambiar todas las leyes de la fisica para que fueran compatibles con
dichas transformaciones.

(3
@@g@

Hendrik A. Lorentz (1853-1928) [ fue un fisico y matematico holandés. En su

infancia recibié una eduaciéon en la cual podia elegir los temas y el ritmo para
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abordarlos. Se gradu6 de fisica y matematicas en la universidad de Leyden.
Posteriormente, trabajo como profesor e inici6 su doctorado en la misma uni-
versidad. Como investigador realizd trabajos que dieron claridad sobre temas
de optica y diversos fendémenos electromagnéticos, también escribié un tratado
de analisis mateméatico. Uno de sus trabajo mas relevantes fue sobre el estudio
de las simetrias de las ecuaciones de Lorentz, en donde encontré las transfor-
maciones que llevan su nombre. Este trabajo en un inicio fue mal recibido, pero
diferentes trabajos experimentales le dieron la razén y permitieron a Einstein
contruir la relatividad especial. Ademas, junto con su alumno P. Zeeman reali-
z6 diversos estudios sobre los efectos de un campo magnético intenso en una
fuente de luz de sodio, en donde descubrieron el llamado efecto Zemman. Por
dicho trabajo ambos recibieron el premio Nobel de fisica en 1902.

33.6. Espacio de anti de Sitter

Otra forma cuadratica es la que define al llamado espacio de anti de Sitter.

Este espacio se define en R**?. Por lo que podemos tomar

Ty
T
Iy
o)

Ld
y la matriz asociada es n

7700 = 1’ 770/0 = 7’]00/ = 0’ 7707, —= /]”ZU = 07 Z —= 17 2’ “ e ’d7
noo = 1, o =nie =0,

Nji = 51]7 j:1727'”7d7
esto es
1 0 0 0 0
01 0 0 0
00 —-1 0 0
=10 0 0 -1 0
00 0 0 -1



De donde se obtiene la forma cuadrética

X)) = X"nx

1 0 O 0 0 To
01 0 0 0 Toy
00 -1 0 0 T

= (x0 20 =1 w2 - xa )|g o 0 —1 0 ||
00 0 o --- -1 Zq

= ap+ay — (2 +ad 4+ +ad),

esto es
q(X) =ap+ad — (a5 + 25+ +23). (33.13)

Debido a las dos componentes zy, xo v a los dos primeros renglones de la
matriz 7, se dice que es un espacio de dos tiempos y d coordenadas espaciales.
El grupo de transformaciones que deja invariante a la forma cuadratica (33.13])
se denota como

0(2,d).
El caso
q9(X) = —R?,
es decir,
T2+ 28 — (ﬁ+gg§+...+x§) _ _R?

define un espacio hiperbolico. Este espacio es uno de los mas estudiados en
Fisica debido a que tiene propiedades que permitener ralacionar diferentes
teorias.
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Capitulo 34

Funciones multilineales y tensores

En este capitulo, extenderemos el concepto de funcion bilineal a funcion
multilineal. De la misma forma, extenderemos el concepto forma bilineal a for-
ma multilineal.

A las componentes de una forma multilineal se le suelen llamar tensores y
tienen una aplia gamma de aplicaciones en diferentes ingenierias y en la Fisica.

34.1. Definicion

Sean Vi, V5, - -+ | Vi espacios vectoriales en el campo K, se dice que la fun-
cion

T:-VixVox---xVy—o>W
es multilineal si \j, Ay € Ky
vy € Vo,ug € Vo, -+ v, v € Voo Juy € Vy
se cumple

T(v1,v2,+ , M0 + AU, -+ UN)
- /\1T<L"17 O PPN O P UN) + )\QT(UI-/ Vo, - v ,U;, T UN)

En otras palabras, la funciéon 1" es multilineal si es lineal en cada una de sus
entradas.
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34.2. Funciones multilineales actuando en una
base

Ahora probaremos que si una funciones multilineales esta definida en una
base del dominio V; x V, x - -+ x Vy automaticamente estd definida en todo el
dominio. También recordemos que si dos funciones lineales coinciden en una
base del dominio, esa funciones multilineales son las mismas. Nos concentra-
remos en espacios vectoriales de dimension finita.

Supongamos que Vi, V5, - -+ | Vi son espacios vectoriales de dimension finita
sobre K con

dlm(‘/l) = N,
dim(V3) = no.
dim(V;) = n,,

dlm(VN) = NnnN.
También supongamos que la funcion
T:-VixVeox---xVy—>W

es multilineal. Probaremos que si T" estd definida en una base de cada uno de
los espacios vectoriales V;, autométicamente esta definida en todo el dominio

Vi x Vo x - x Vy. (34.1)
Para iniciar la prueba, notemos que si los vectores
U1i5 V24, "+ 5 Ungi

son base del espacio vectorial V;, entonces existen nins---ny vectores en W
tales que

T(Ujlh Ujp2y "+ 5 Ujigiy * 7 7UjNN) = Wjijgjnr  Jk= 1,2, M. (34'2)
Ahora supongamos que v; € V;, entonces existen n; elementos en K

)\lia )‘21'7 ) Anii7
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tales que

V; = A1iU15 4 Agii + - -+ 4 ApiUnyis

esto es
Vi = /\jiivjii, ]z = 1,2,"’ N
De donde,
T(vr, v, 05+, ON) = T(Aj10j15 Njg2Ujnzs * 5 NjiiVjiis = 5 AjyNUjyN)
= Ntz Ajii o Ny N T (U1, Vg2, Uiy Vi)

= A1 A2 Ay N Wiy oy s
esto es
T(Ul, Vo, -+ ,UN) = /\jll)\jZQ e AjNijle"'jN‘ (343)

Por lo tanto, si una funcién multilineal se define sobre cada una de las bases
de los espacios V;, automaticamente esté definida sobre todo el dominio ([34.1)

Ahora, supongamos que
G:VixVox-o-xVy—=>W
es otra funcién multiilineal que satisface , es decir, que cumple
G(U1j1,V2)ps 5 Uiy s UNjy ) = Wiyjarins  J = 1,2, Ny

Por lo cual, considerando que G es una funcion multilineal y la igualdad (34.3)),
se encuentra

G(v1,v9, -+ vy, 0N) = G(Aj1011, A\jp2Vin2s =+ 5 AjiiViiis 5 Ajy NV N)
— >\j11)\j22 e )\]ﬂ v )\jNNG(/Ujlla Ujg?a e 7/Uj¢’i: v 7UjNN)
= N1 g2 A N Wi jo iy
= T(U17U2’ PR 7UN)
esto es
G(’Ul,vg, e ,UN) = T(’Ul,vg, . ,’UN)
de donde

G=T.

Por lo tanto, si dos funciones multilineales coinciden en una base del do-
minio
VixVax. - xVy,

coinciden en todo ese espacio y por lo tanto son iguales.
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34.3. Formas multilineales

Sean Vi, V5, - |V espacios vectoriales en el campo K, si la funciéon

T:-VixVex- - xVy— K

es multilineal se dice que T que es una forma multilineal.

Con los espacios duales V.* de los espacios vectoriales V; se pueden construir
formas multlineales.

En efecto, supongamos que V; son espacios vectoriales sobre K y V;* son
sus espacios duales. Entonces, si f; € V.* podemos definir la funcion

T:VixVox---xVy— K

tal que si v; € V; se cumple

T(vi,v9, v, v,) = f1(vr) fa(va) -+ fi(vy) -+ fv(vw) (34.4)

Probaremos que 7" es una funcion multilineal y por lo tanto una forma mul-
tilineal. Para realizar la prueba supongamos que A,y € K y v;,v; € V; de
donde

T(v1,v9, A + 0k, -+ v,) =

= fi(v1) fa(v2) -+« fi1(visy) fiQw; + ) fir1 (V1) - -+ v (vw)

= fi(vi) fava) -+ fima(vie1) (Afi(vi) + 7 (V) fisr(viga) -+ fv(ow)
= Afi(vi) fa(v2) -+ fima (Vi) fi(vi) fira (Vign) -+ v (ow) +
+f1(v1) f2(v2) - -+ fica (Vie1) (V) fia (Vigr) - - - fv(vn)

:)\T(Ulyv%"' y Uiy ot 7UN)+7T(UlaUQ7”' 71};7"' aUN)

esto es

T(Ul,'UQ,"‘ ,)\Ui‘i‘f)/vll',“' 7UN) =
:)\T(Ulav27"' y Uiy oo 7UN)+7T(U17U27'” 77)1/'7"' 7Un)'

Asi, la funcion (34.4]) es una forma multilineal.

De hecho, cualquier forma multilineal se puede expresar en términos de los
espacios duales V.
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34.4. Base de las formas bilineales

Definamos el conjunto de formas bilineales

FMul ={T : Vi x Va x -+ x Viy = K|T Multilineal}. (34.5)

Mostraremos que este espacio es generado por los espacios duales V.*.

Para probar esta afirmacién, recordemos que si V; es un espacio vectorial
de dimensién n; sobre K y

{Ulz‘, V24, v Umi}
es una de sus bases, entonces el conjunto de funciones lineales

{fuis fair oo s frii} (34.6)

que satisfacen
fki(vli)zékla kvl:1727"' y Iy

forman una base del espacio dual V;*.

Por lo que podemos construir el conjunto de nins - - - ny formas multilinea-
les

firfisafiss - fixn =12, my (34.7)

que tienen como dominio V; x V4 x - -+ X V.

Primero probaremos que las formas mutilineales (34.7) general el espacio
(34.5). Asi, supongamos que la funcion

T:VixVex-- - xVy—> K

es una forma multilineal, entonces existen ning - - - ny elementos «; ;... en K
tal que

T(Um, Vig2, """ ﬂfiNN) = Oyig-in-

De manera equivalente, podemos definir la funcién multilineal
/
T = Qijigein fist fiz2 - finN
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Ahora supongamos que v; € V;, entonces existen n; elementos en K

)\11'7 )\Qia Ty )\nih

tales que
V; = A1 + AoV + -+ ApyiUni,s
esto es,
v, = Ajii?fjm Jgr=12--,n;
De donde,

T(vi,v2, 05+, ON) = T(Aj1Vj15 Ajn2Vin2, 5 NjiiViin 5 AjyNUjy N)
= N1 iz Njii Ny NT (011, Uja2, - Vit 5 Vg

= )‘111)‘j22 T )\jNNajlj2"'jN7
es decir,
(1,09, ,UN) = A1 A2 Ay NGy jorjn -
De forma analoga, como 7" es multilineal, tenemos
T/(Ul, Vo, ,UN> = (ailig---iNfillfiQZ s fz'NN) (Uh Vo, - 7UN>
= ailiz'“iz\lfill(Ul)fi22(v2) U fiNN(UN)
= Qiyigin fin1 (N 10531) fin2(Njp2vip2) -+ fiy N(Ajy MUy )

= N1 A2 Ajsi Ny N Qg i fi1 (V1) fin2 (Vi) - fiy N (Vi)

= A1 A2 Njii Ay N Qiyigenein i ja O~ * Oiy iy
= N1 A2 AN N Qo

de donde

, — . . DY . . . . f— Y
T'(v1,v9, -+ 7UN) = Aj11Aj2 Njw Ny = T(Uh V2, 7UN)

Asi, cualquier forma multilineal se puede escribir como la siguiente combina-
cion lineal

T = Qijigin firi fise + fiyn-
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Ahora probaremos que el conjunto de las formas multilineales (34.7) son
linealmente independientes. Para realizar esta prueba, supongamos que existen
nm elementos f3;,,..., € K tales que

6i1i2---z’Nfi11fi22 e fiNN = 07

entonces
0 = (5i112~--iNfi11fi22 e fz'NN> (Uu, V12, " - 7U1N>

= Bilig---iNfill(vll)fiﬂ(vw) T fiNN(UlN)

= Bi1i2~--iN5i116i22 T 51]\7

= B
es decir,

P11 = 0.
Con el mismo procedimiento, se puede mostrar que para cualesquiera iy, io, - -+ , iy
se obtiene
BilizmiN =0.

Entonces, el conjunto de funciones (34.7)) es linealmente independiente y por
lo tanto es una base del espacio de las formas multilineales. Este resultado
implica que el espacio de las formas multilineales (34.5)) tiene dimension

dim (FMul) = ning -+ - ny.

En particular, si todos los espacios vectoriales son los mismos, V' =V, tenemos
el espacio

FMul(V)=A{T:V xV x---x = K|T Multilineal}.

que cuya dimension es

dim (FMul(V)) = n".

393



34.5. Ejercicios
1.- Probar que si A € C, la funcion
T:CxCxC—C

tal que si 21, 29, 23 € C se cumple
T (21,22, 23) = A212223

es multilineal.
2.- Para el espacio de las matrices M,,,,(R) probar que si A € R, la funcion
T: Mnxn(R) X Mnxn(R) X Mnxn(R) — Mnxn<R)

tal que si Aj, As, A3 € M, (R) se cumple
T(A1, Ay, Ag) = NA1 Ay Ag

es una funcion multilineal.
3.- Para el espacio de las matrices M,,«,(R) probar que si A € R, la funcion

T : Mpusn(R) X Myxn(R) X Myxn(R) = R

tal que si Ay, Ag, A3 € M5, (R) se cumple
T(Ab AQ, AJ) = )\TT(AlAQAd)

es una forma multilineal.

3.- Para R? la funcion producto vectorial
T:R*xR®— R3

se define tal que si
i =(1,0,0),7 = (0,1,0), k = (0,0,1)
V: (Ul,UQ,Ug), W: (wl,wg,U)3),

se cumple
gk
TV,W) = VxW=|v vy us
w; W2 W3

(v2w3 — Ugwg)% + (v3w1 — Ulwg)j + (U1w2 — Ugwl)k
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Probar que T es una funcion bilineal.
4.- Para R? la funcion triple producto vectorial
T:R®xR? = R?
es definida como
T(Vi,Va,V3) = Vi x (Vo x V3),
con
Vi, Vo, V3 € R,
probar que 7" es una funcién multilineal.
5.- Para R? la funcion triple producto escalar
T:R*xR*— R?
es definida como
T(V1, V2, V3) = Vi - (Vo x V3),
con
Vi, Vo, Vy € R?,

probar que T es una forma multilineal.
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Capitulo 35

Funciones alternantes, producto
exterior y derivada exterior

En este capitulo estudiaremos las funciones multilineales alternantes con
las cuales definiremos el producto exterior. También definiremos la derivada
exterior, la cual nos permite relacionar el algebra lineal con varios conceptos
importantes del calculo diferencial de varias variables como el rotacional y la
divergencia.

35.1. Funciones bilineales alternantes

Sea V' y W espacios vectoriales sobre el campo K, supongamos que la
funcién

T:VxV-—-sW

es bilineal, se dice que T es una funciéon alternante si Yo € V' se cumple

T(v,v) =0.

Una propiedad de estas funciones es que son antisimétricas. Fsto es si T es
una funcion alternante, entonces se cumple

T(v,u) = =T(u,v) Yu,v e V.

396



Para probar esta afirmaciéon, notemos que debido a que T es una funcién
bilineal alternante se encuentra

0 = T(u+v,u+v)
= T(u,u+v)+T(v,u+v)
= T(u,u)+T(u,v)+T(v,u) 4+ T(v,v)
= 0+ T (u,v)+T(v,u)+0
= T(u,v)+T(v,u),

esto es
T(u,v) +T(v,u) =0,
de donde
T(u,v) = =T (v,u).

Que es lo que queriamos demostrar.

35.2. Ejercicios
1.- En la Mecanica Clasica es importante el espacio fase
T, p=ma.

y las funciones en dicho espacio F'(z,p). Ahora supongamos que tenemos dos
funciones del espacio fase

F, :R? S5 R,
F:R? 5 R,

entonces se definen los paréntesis o corchetes de Poisson

T (Fy, Fy) ={F, Fy} = 0.,1/,1 apz - a; @pl'

Probar que los paréntesis de Poisson son bilineales y alternantes.
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2.- En Mecanica Cudantica es importante el llamado conmutador entre ope-
radores lineales. Para definir el conmutador entre matrices, supongamos que

Ala AZ S Man((C>

entonces definiremos el conmutador como

T(Al, Ag) = [Al./ Az] = AlAQ — AQAl.

Probar que el conmutador es bilineal y alternante.

35.3. Funcion alternante actuando en una base
Sea V' un espacio vectorial en el campo K y
T:VxV oW

una funcion alternante. Debido a que 71" es una funciéon bilineal queda com-
pletamente determinada si se define en una base de V. Por lo que si V tiene
dimension n y

{U17U27 e 7vn}

es una de sus bases, entonces 1" estd completamente determinada en todo el
dominio V si se definen los vectores w;; en W tales que

T(Ui,l)j) = wij, Z,] = 172, s, M.

Pero debido a que se debe cumplir

T(vi,v;) =0, T(vi,v;) = =T (vj,v5), |

entonces 71" estd completamente definida si se definen los vectores w;; en W
tales que

T(/Uj, ’I/'j) = /U/'L‘j, 1< ] (351)

Ahora, si u,v € V, entonces existen n elementos en K

A17A27”' 7/\717
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tal que
u = A1v1 + A1aU2 + - + A1V,
y existen n elementos en K
A21, A2z, Ag,
tal que
U = Ag101 + Agav2 + - - + Ao Up.
Por lo tanto,

T(u,v) = T(Aij ), A2jpvj,)
/\1j1)‘2j2T(Uj17Uj2)7 JuJe =12 mn,

es decir,
T(“: U) = )‘1j1 )\ZjQT(Ujl ) UjQ)'
De forma explicita se tiene

T(u, U) = )\11/\22T(1}1, ’UQ) —+ )\11>\23T(01, Ug) + 4 )\11/\2nT(U1, Un) +
+A 12201 T (v2, v1) + A2 Aoz T (v2, v3) + - - - 4+ Aia Ao, T (v, vy) +

FA1 A2 T (U, v1) + An A2 T (Un, v2) + -+ + A Ao 1T (U, Un—1),
que se puede reescribir como

T(u,v) = A1A2T (v1,v2) + A2An T (v2,v1) + -+ - + A1 AT (v1, V) + Ain A1 T (v, v1) +
+ 120937 (v2, v3) + Az Ao T (v3, v2) + - -+ 4+ A2 A2, T (Va, Uy,) + A1nAa2T (v, v2) +
+A 13224 (U3, v4) + AadosT (vg, v3) + - - - + AisAen T (vs, vn) + A Aoz T (v, v3) +

+)\1n71)\2nT(Un717 Un) + Aln)\anlT('Uny 'Unfl)-

Entonces, como T' es una funcion alternante se tiene

T(u,v) = (A11Ada2 — M2Aar) T(vy,v9) 4+ -+ - 4+ (A1 A2 — AipAar) T'(v1, vp) +
+ (A12A23 — AisAoz) T'(va, v3) + - -+ + (M2Aan — Aipa2) T'(v2, v,) +
+ (A13A21 — A1adag) T(v3,v4) + - - - + (A13Aan — AinAaz) T'(vs, vy) +

+ (Mn—1A2n — AMnAon—1) T (vp_1,vp).
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Asi, con la convencion de Einstein se tiene

T(u,v) = (A Aojy = ArjpAojy) T(v)0,030), 1 < J. (35.2)

Ademas, recordemos que el tensor de Levi-Civita

€ij

satisface

= 0,

—€irigy 11,02 = 1,2.

€12

€irio

Por lo que la funcion bilineal alternante (35.2) se puede expresar como

| T('U/, 'U) = €i1iq /\71j1 )\izjo(Ujlv 1,’j2), (353)

con

| il-/i2:172a jl:j2:1727"'vnw j1<j2'

35.4. Dimension de funciones bilineales alternan-
tes

Supongamos que V' tiene dimensién n y
{Ulv Vo, « v+ 7/Un} (354)

es una de sus bases. Entonces considerando el resultado (35.1]) cualquier funcion
bilineal artenante se puede escribir como combinacién de

T (vi,vj), i<, 4,j=12,--n.
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De forma explicita tenemos

T(vy,v9), T(vy,v3), -, T(vi,v,),
T(vg,v3), T(vg,v4), -+, T(v,0p),
T(vs,vg), T(vs,vs), -+, T(vs,vy),
T(/Uan-/ /Unfl)-, T(U’an L n);

T(vp_1,vp)

los cuales, en total son

/_1
(”»—1)+(n—2)+--.+2+1_”(”2)

elementos linealmente independientes.

Asi, cualquier funciéon bilineal alternante se puede escribir como combina-
cion lineal de

n(n —1)
2

términos linealmente independientes. Entonces, si la dimension de V' es n, la
dimension del espacio de las funciones alternantes en ese espacio es n(n—1)/2.

35.4.1. Ejemplos
35.4.2. Caso de dimension 2

Supongamos que V tiene dimension 2 y que

{’01,1}2}.

es una de sus bases. Entonces, si u,v € V existen

A1, A12; Aoty Az € K
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tal que

U = A1+ Aavg,
= )\211)1 + )\22’02.

Por lo que, considerando la expresion (35.2)), se puede observar que, en este
caso, todas las funciones alternantes se pueden escribir como

T(?I/, 'l/') = </\11/\22 — )\12)\21) T(Ul, /UQ). (355)

Ademés, definiendo la matriz

14 A1 Are
M = ,
<)\21 /\22> ’

se obtiene

| dﬁ‘tl\[ = )\11)\22 — )\12>\21

de donde

| T(u,v) = (det M) T (v, v2) . |

35.4.3. Caso de dimension 3

Supongamos que V tiene dimension 3 y que
{U1, V2, U3}
es una de sus bases. Entonces, si u,v € V existen
A11, A12; A3, Aot, Aoz, Aoz € K
tal que

u = A1 + Aav2 + 303,
= Ao1U1 + AgoUs + Ao3vs,

Asi, usando la expresion (35.2)), todas las funciones alternantes se pueden es-
cribir como

T(U'-/ 1/’) = ()\11)\22 - )\12>\21) T('Uh I’2) + (/\11)\23 - >\23)\21) T(Ul-/ 1/'3)‘5‘
+ (A12A23 — A13A22) T'(v2, v3).
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35.5. Producto exterior

Si T es una funcion alternante, se define el producto exterior o cuna como

T(u,v) =uAwv.

Con esta deficion se tiene

vAv =0, Yo eV,
UuNvV=—vAu, Yo,ueV.

Por lo que si V tiene dimension n y
{Ub Vo, 7U7’L}

es una de sus bases, entonces considerando el resultado (35.1) el producto
exterior entre los elementos de la base se escribe como

v Nvj, i<j, 1,j=1,2,-- n. (35.6)

De forma explicita tenemos

V1 ANvg, V1 Avs, -, U1 /AUy,
Vo ANVUg, Uy ANVg, -+, Vo /AUy,
Vg AN Vg, U3 AUVs, ccc, U3 AUy,

Un—2 A Un—1, Up—2 AN Un,

Up—1 A Un,

los cuales en total son

n(n —1)
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productos exteriores linealmente independientes.

El producto exterior entre cualesquiera dos elementos de V' se puede escribir
en términos de los productos exteriores (35.6). En efecto, si u,v € V, entonces
existen n elementos en K

A1, A12s 05 A,
tales que
U = A\1U1 + A2V + - - - + AU,
y existen n elementos en K
Aa1, A2z, 5 Aan,
tales que
V= Ao1U1 + Aogvs + -+ AopUp.

Por lo que, considerando el resultado (35.2), el producto exterior entre u y v
se escribe como

uNv= (Aljl)\z,}z - Al’iz)\le) (l"J'l A /UjE) s Z1 < LQ

o usando el tensor de Levi-Civita

UNV = €igNiyjy Nigja (Vi A Vjy), |

con

| /l.lfz.’Q - 1727 ]172 - 1727 ey, ]l < 72 | (357)

35.6. Ejemplos

35.6.1. Caso de dimension 2

Supongamos que V tiene dimension 2 y que

{v1, v2}

404



es una de sus bases. Entonces, si u,v € V existen Aj1, A2, Aa1, Aog € K tales
que

u = A1+ Aavg,
= )\121}1 + )\22’02.

Asi, en este caso el producto exterior entre u y v tienen la forma

UuNv = (/\11/\22 - )\]2/\21) (’U] AN 'Z/’Q).

Ademas, definiendo la matriz

. A1 Arz
<)\21 /\22> '

se obtiene

| detM = /\11)\22 - )\12>\21

de donde

uANv=(det M) (v Avy). |

35.6.2. Caso de dimension 3

Ahora supongamos que V tiene dimension 3 y que
{U1, V2, Us}
es una de sus bases. Entonces, si u,v € V existen
A11, A12; A13, Aot, Aoz, Aoz € K
tales que

u = A1+ A2vs + A3vs,
= 2101 + A2 + Ao3vs,

Asi, usando la expresion (35.2), el producto exterior se pueden escribir como

UNv = ()\11)\22 — )\12>\21) ("Ul VAN 1)2) + ()\11/\23 — )\23)\21) (U1 VAN "Ug)"‘
+ (A12A23 — AizAaz) (v2 A 3).
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35.7. Funciones multilineales alternantes

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo K y tiene dimension n, entonces
podemos construir el espacio vectorial

V=V xV...xV.
—————

m

Por lo que si W un espacio vectorial sobre el campo K y la funcion

T:V™— W, m<n (35.8)

es funcién multilineal, se dice que T es alternante si para todo u € V,u; € V

(U,], Uy g Uj—1, Uy Ujg1, """ ,U,j,h u, /U’j+17 ce 1“777,) c ij

con

se cumple

T(Ups Uy vy Uimqy Uy Wi 1y * 5 U1y Uy U1~ =+ Upy) = 0.

Ademas, se dice que una funcion multilineal T" es totalmente antisimétrica
si al intercambiar dos vectores del dominio V"™ la funcién cambia en un signo.
En otras palabras, T" es totalmente antisimétrica si para todo ¢ # j se cumple

T(ug, ug, -+ Wi, Uiy Wigr, - - - y Uj—1, Ugy Ujp1, -  Up) =

*T(Ul, Uy ey Uj—1, uj'/ WUig1, """ 7uj—17 Uj, /uj—‘rlt e ﬂ,un)'

Si T es una funcion multilineal alternante, entonces es totalmente antisi-
meétrica. Para probar esta afirmacién, primero notemos que

T(ug,ug, -+ Wim1, U+ U, U1, -+, Uj1, U+ U, Ujyg, -, Uy) =0,
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de donde

0 = T(ubuQa"' s Uim1, U+ U, Wign, o auj—lau+vauj+la"' 7un) =
= T(ur, U, U1, Uy i1, o U1, U+ U, Ujgr, -+, Up) +
+ T('Uq,'U,Q,"‘ 7uifluv7ui+17“. 7uj*17u+v7uj+17”' 7un> -
= T(U17U27"' y Ui—1, Uy Ujg1y " 00 5 Uj—1, Uy Ujpr, -t 7Un) +
+ T(ug, gy Ui, Uy Uig1, - - yUj—1,Vy Ujq1, " - ,Up) +
+ T(ur,ugy - Uim1, Uy Ui, - - - s Uj—1, Uy Ujp1, - o ,Up) +
+ T(Ul,U27"' y Wi—1, Uy U1yt 00 5 Uj—1, Uy g1, 7un) =
= T(U17U2;"' y i1, Uy Uiy 1y 00 5 Uj—1, U, Ujgp1, " 0 - ,Un) +
+ T(Ul,um"' y Ui—1, Uy W1,y m 0 Uj—1, Uy Ujp1, - 7un)7
asi
0 = T(Ul,U/Q,“‘ s Ui—1, Uy Uiy, ° - 7uj*17,07uj+17“' 7un> +
+T(U1,U2,"‘ y Ui—1, Uy U1y - 00 5y Uj—1, Uy Ujq1,° * aun)-
que implica
T(u17u27"' y Ui—1, Uy Ujq1y "0 5 Uj—1, Uy Ujq1, """ 7un) =
_T(U17u27"' y Ui—1, Uy U1y 70 5 Uj—1, Uy Ujg1, " ,Un).

Esto muestra que si T" es una funcion alternate entonces es totalmente antisi-
métrica.

Ahora, como T es una funcién multilineal estd completamente definida si
se define en una base de V. Por lo que si V tiene dimension n y

{UI; Vg, v+ 7Un}
es una de sus bases, entonces los vectores
T(Uil,Uiz,"',Uim), il,ig,“',im:1,2,"',n
definen complentamente a la funcion multilineal T

Pero como T es una funciéon alternante, es diferente de cero en el arreglo
de vectores

(Uilav’iza e ,'Uim)
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solo si se cumple
Uik#vila k7l:172»"'7m'

Asi, de la base de n vectores debemos tomar combinaciones de m elementos
sin repeticion, el total de estas combinaciones sin repeticién son

n!
D= —F—.
(n —m)!m!

Esto nos indica que el espacio de las funciones alternantes (35.8)) tiene dimen-
sion D.

Asi, si T es una funcion alternante, los tinicos vectores diferentes de cero
son

Ty, Vigy v 5 0; )y 0 < g < g < oo <.

Por lo que si

Up, U2, "~ - 7um€V

existen
n!
(n —m)!m!
constantes v, ;,..;,, € K tales que
T(’U,M’IIQ, tet ,’U/m) = (},IjliQ...,IjmT(Z,'il, Vigy* " ./'I/’jm)7 j] < 7.,2 < ’I',;; <0 K 7:m~

Ahora, usando la notacién del producto exterior, si
Up, Ug, -+ Uy € V

se define

T(up,ug, -+ Up) = up AUg A+ A Up,.
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En particular, para los elementos de la base de V' tenemos

T ("Ujl , Uy

/2?..

) =0 AU Ao A

“tm "

de donde

U AU N oo N Uy, = Qpigeni, Uiy N\ Uig N - NV, 1 <lp <izg<--+ <l

35.8. (Caso de dimension 3

Si V tiene dimension 2, las tinicas funciones multilineales alternantes que
podemos tener son las bilineales, las cuales ya estudiamos.

Ahora, si la dimension de V' es 3, las Gnicas funciones multilineales alter-
nantes son de la forma

TQIVXV%W,
T3V xVxV =W

Podemos obsevar que T, es una funcién bilineal alternante, ya estudiada ante-
riormente. Por lo que nos concentraremos en las funciones multilineales alter-
nantes de la forma T3.

Para iniciar supongamos que
{Ul, V2, U3}
es una de las bases de V', entonces, si u,v,w € V existen
A11, A1z, A3, A2t, Aoz, A2s, Ast, Aza, Agz € K

tal que

U = A1v1 + A2z + A1303,
U = A1 + Agavz + Ag3us,
W = A3101 + A32v2 + A3303.
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Ademaés, T3 se puede expresar en términos de

(AN WANER

en este caso tenemos

uANvAw = (A101 4+ A2ve + A3v3) A (2101 + Aaave + Aagvs) A (A3101 + Azavs + A33v3)

= A1u1 A (A2101 + Aogva + Aazvz) A (Az101 + Asave + Ag3v3) +
+A1202 A (2101 + Aagva + Aagvz) A (A3101 + Azav + A3303) +
+A1303 A (Aa1v1 4 Ao + Aazvz) A (As1v1 4 Ao + Aszvs)

= A1u1 A (Aga02 + Aazv3) A (A3101 + Azov2 + Aszvs) +
FA1202 A (A21v1 + A23v3) A (Az1v1 + Agov2 + Aszv3) +
+ 1303 A (A2101 + Aagv2) A (A3101 + Azavs + A33v3)

= A1101 A Ao A (A3101 + Azov2 + Aszvs) +
FA1101 A Agzvz A (Az101 + A3pv2 + Aszvs) +
+ 1202 A Aa1v1 A (A3101 + 3209 + A3303
+ 1202 A Aoz A (3101 + A32v2 + A33v3
+A1303 A A21v1 A (Ag101 + A32v2 + Aszus
+ 1303 A AogU2 A (3101 + 3209 + A3303

= A1Ao2As3 (V1 Avg Avg) +
+A11A23A32 (1 A vz A vg)
+A12A21A33 (V2 A w1 A v3)
+A 120331 (V2 A vg A vy)
+A13A21A32 (V3 A v A vg)
+A13 2031 (V3 A vg Avy),

+
+
_I_

— — — —

+
+
_|_
+

esto es,
UuNVAW = /\11)\22)\33 (Ul VAN (%) A Ug) + )\11/\23/\32 (Ul A V3 N UQ) +
+)\12)\21)\33 (Uz A\ V1 A 1)3) + )\12)\23)\31 (1)2 A\ V3 A\ ’Ul) +
+A13A21 A32 (U3 A U1 A V2) + AizAooAsr (Vg Avg Avy) .

Ahora, considerando que el producto exterior es completamente antisimétrico
tenemos

uNvANw = )\11)\22)\33 (Ul A (%) VAN U3) — )\11)\23)\32 ('U1 A (%) A\ U3> -+
—)\12)\21)\33 (Ul A V2 N Ug) + )\12)\23)\31 (Ul A V2 A ’03) +
FA13X21A32 (V1 A V2 Avg) — AisAaadsr (V1 Avg Awg),
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es decir
uNvAWw = (/\11)\22)\33 — A1 A23A32 — A12A21Asz + Ao Aas Az +
+A13A21A32 — )\13)\22>\31> (v1 Avg Aws). (35.9)
Ademaés, reordenando términos tenemos

uNvAw = ()\11)\22>\33 — AM1A32A23 — A21 A 1233 + A1 A3 30

+A31 1223 — )\31)\13>\22> (v1 Avg Avg).

Por lo que, usando el tensor de Levi-Civita en tres dimesiones

€irigisgs Z.172‘272.3 = 172a3
se obtiene
uANvAw = (Eugig)\n)\igz)\igs + 621'21'3)\21)\1‘22)\1'33 + €340i5 >\31)\i22)\i33) (Ul ANWAS 113) .
de donde

UNVANW = Ei],;z,j:3>\7;|1)\,;22>\,;3;3 (Ul N ()] A Ug) s ’il, ig, Zg = 1 27 3.

que se puede escribir como

ur A ug ANug = Eiliziss)"iljl )‘izjz )‘isjs (Ujl N Vjy N /Uj:s) )

7:1:7«"217:3vj11j27j3:112737 j1<j2<j3'

Adicionalmente, se puede observar que definiendo la matriz

At Az Aig
M= | a1 A2 Aos
A3l A2 Asg
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se obtiene

detM = >\11 ()\22)\33 - )\23/\32) - )\12 ()\21)\33 - )\23/\31) + /\13 (/\21/\32 - )\22)\31> )

que coincide con la expresion (35.9). Por lo tanto, se encuentra

uANvAw = (det M) (v1 Avg Awg). |

También se puede observar que si definimos los vectores

—

‘ X = (A, A2, 23), 7= (71,7%.73), ¢ = (1, ¢, ), ‘

usando el llamado triple producto vectorial se encuentra

UANVAW = X (“7 X {) (v Avg Avg) .

35.9. Caso de dimensiéon n
Ahora supongamos que V es un espacio vectorial sobre K con
dim (V') = n.

En este caso, podemos construir funciones alternantes de las siguienes n — 1
formas diferentes

TQiVXV%W,
T3 : VXV xV =W

T, : V" —=W.
Ademas, supongamos que

V1,V2,"* ,Un
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es una base del espacio vectorial V' y que
T, V" —=W

es una funcion alternante con

Entonces, si
Uy, Uy -+ r U € vV
existen nm escalares \;; en K tales que

U = Avp A+ AUz + - 4 AUy,

Um = Amlvl + )\m2v2 + -+ )\mnvnv

En este caso el producto exterior se puede expresar como

Uy AUz A AU, = €qpigenig, iy s Niggis " N Uin A\ Uj

“tm

j1<j2<"'<jm-

11,02, ylm = 172: eI, J1sJ2s 0 Im — 12 o

e /\ /anlf

y 1,

En particular, si n = m tenemos

U = Avp A+ AUz + - 4 AUy,

Up = )\nlvl + )\n2v2 +-+ Annvna

por lo que se puede definir la matriz de n x n

)\11 e )\1n
/\nl e /\nn,

y se obtiene

U Aug A+ ANy = (detM) vy Avg A+ A wy,.
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35.10. Derivada exterior
Consideremos la siguientes funciones

F:R"—R.
F,:R" —» R,
Fyp:R"—=R, a,b=1,2,--- n.

A F la definiremos como una 0—Forma y su derivada exterior la definiremos
€omo

‘d.l/ .

OF
IF = 2 dae
‘ oz

También definiremos una 1—Forma como

f = F,dx".

y su derivada exterior la definiremos como

oF, |
dz’ N dx®.
oxb

df =

Ademas, definiremos una 2—Forma como

g = Fpdx® A dab.

y su derivada exterior la definiremos como

Fu . .
(‘b dz® A dz® A da®.

dg = ox

Siguiendo la misma logica se puede definir una n-forma y su derivada exterior.
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35.11. Cason =3

En este caso una 0-forma es una funcién como

F:R?> = R.
y su derivada exterior es
oF , O0F , OF 4
dF = ﬁdl + ﬁdl + %dar

Ahora, del célculo de varias variables sabemos que se cumple

Op <8F oF 8F>’

dx' 92 da3
de donde
- ., OF | OF  , O0F
VF~dx:%dx —|—@d$ —|—%dm ,
lo por lo que
dF = VF - di.

Ahora, si tenemos las funciones

F1:R3—>R,
Fy:R® = R,
F;:R3 = R,

una 1—Forma se puede escribir como

w = Fidat + Fyda? + Fydx®.
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Por lo que su derivada exterior es

dw :d@@ﬁ+ﬂ@@%+a&w%

- 8F1 8F1 aFl 3 1

1 <8F2 1 8F2 8F2

2 2
axldx + 8w2d +8—dw ) A dx

F. F.
+ (8 3d:171+ 0 3dx2+@dx3> A dz?

ox! ox? ox3

R OF, OF, 1
= qde Adrt o da® A da! e A de

O, OF, 9
ot Ade® + ——dat A da® + 2

83 0Fs 5  OFy 3
aq;d A dx? +8x2d A dx +a$3dx A dx

F,
3d3c A da?

_ (@_aFl)d A dr? + (%—%)dﬁ/\daf’—i—(@——)dx?’/\dxl,

oxl  0x2 ox?  Ox3

es decir

ox3

0F;

ozl

ox?  Ox3

dw:<aFQOF1> darl/\(i:x2+<(m(m>d A dz? (

0F,

ox3

OF3
ox!

) dx3 A dxt.

Ahora, del calculo de varias variables sabemos que para la funcion vectorial

Cc_/:: (F17F27E?)

definiendo
=(1,0,0), j=(0,1,0), k=(0,0,1)

el rotacional se define como

A ~ ~

7 J k
AV I I T
Vxda = O0x1 Oxo Ox3
F 5 F3

L (OR_ORN., (OF ORY. (0F
N ox?  Ox3 ! ox3 Ozt J ox!
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esto es

- o OF; 8F2 2 aFl aF% ~ aFZ aFl 7.
Ve <0:1:2 a 8:1;3> ' <81;3 0;1;1> I <8:1;1 0;1;2> k’

de donde podemos definir

(952),= (5~ 5)
(952),= (5~ 5)

Por lo que la derivada exterior de una 1—Forma se puede escribir como

dw = (ﬁ X J) dx? A dx® + (6 X u?) dx® A dxt + (6 X u?) dxt A da?.
1 2 3

Como podemos ver la derivada exterior de una 1—Forma define el rotacional.

Ahora, para la 2—Forma

Q = Fida® A da® + Foda® A dat + Fyda!' A da?, |
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tenemos la derivada exterior

dQ = d(Fida® Ada® + Foda® A da' + Fyda' A da?)
= d (Flde A da:g) +d (ngx3 A dxl) +d (ngxl A de‘2)

oF, , , OF 2 OF, 5 3
= (axldm +82d:)3 agda: ANdx® ANdx® +
OF, OF, 0F, 3 1
—l—(& daxt +82d —l—axgdx)/\dx A dx
OF; - OF; 2 OF; 1 5
(8x1 dx 8x2 —dx (%3 —dz® ) Ndat A dx
OF, F F;
= ——dr' Nda? A da® —|—8—dx Ada® A dzt —|—a—dx Adz' A da?
ox! 0x? ox3

B (8F1 OF, OF;

1 2 3
9l + 92 + 8x3)dx Adz® A dx”,

de donde

1 .2 3
Ozt t o2 + &E3> dx’ N\dz* A dx”.

Ahora, si definimos

Q:(FlaFQ-/FS)v

tenemos la divergencia

OF] N or, N 0rl;
orl  0x?2  0x3

<
=l
[

por lo cual

dS) = (6 . Q) dxt A da® A dad.

Asi, la derivada exterior de una 2—Forma permite definir la divergencia.
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Capitulo 36

Producto tensorial

En este capitulo estudiaremos el producto tensorial el cual nos permite en-
tender la estructura general de las funciones multilineales.

El producto tensorial tiene aplicaciones en diversas areas como la compu-
tacion, la mecanica cuantica, la relatividad general, etc.

36.1. Producto tensorial de dos espacios vecto-
riales

Supongamos que Vi, V7 vy U son espacios vectoriales sobre K y la funcion
F:VixVya—=U

es bilineal. Se dice que el par (£, U) es un producto tensorial de V; y V; si para
cualquier espacio vectorial W sobre K y para cualquier funcion bilineal

T:VixVo—=W,
existe una tnica funciéon lineal
H:U—->W,
tal que
T=HoF

Se puede observar que si existe el producto tensorial (F,U), entonces cualquier
funcién bilineal de V; x V5 sobre cualquier espacio vectorial W se puede escribir
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en términos de F.

Veamos el caso de espacios vectoriales de dimension finita. Supongamos
que Vi, Vo, W tiene dimension finita tal que

dim (V1) = ny,
dim (V3) = na.

y que
{Un, V21, " 7Un1}
es base de V| y
{7112, V22, "+ 7Um2}
es base de V5. También supongamos que la funcion
T:VixVo— W, (36.1)

es bilineal. Debido a que T es una funcion bilineal existen nm vectores de W
tales que

T(’Uﬂ,'l)jQ)I'lUijEW, i:1727"'n7j:1727”' , . (362)

Debido a que cualquier funcion bilineal queda determinada por la forma en que
acttia en una base de su dominio, la expresion (36.2) determina completamente
aTl.

Ahora, para U tomaremos un espacio vectorial sobre el campo K de di-
mension
nm.

En U tomaremos una de sus bases y la enumeraremos de la forma
€ijs 1=1,---.m, j=1,---,n.
Asi, podemos definir la funciéon bilineal F
F:VixVy—=U, (36.3)
tal que
F(vi,vj2) = €. (36.4)
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Ademés, considerando que cualquier funcion lineal esta definida por la forma
en que actia en la base del dominio, existe una tnica funciéon lineal

H:U—->W,
tal que
H(ei;) = wij = T(v;,v;).
Es posible probar que se cumple la igualdad
T=HoF. (36.5)
En efecto podemos observar que
(H o F) (vir, vj2) = H(F(vir,vj2)) = H(e;) = wi; = T(vir, vj1)-

Por lo tanto, para cualquier par de elementos (v;1,v;2) de la base del dominio
se cumple la igualdad

(H o F) (va,vj2) = G(va, vj2),
lo que implica que cualquier par de vectores
(v1,v2) € VI X V3

se cumple la ecuacion (36.5)).

En consecuencia, cualquier funcion bilineal de V; x V5 se puede escribir en
términos del espacio vectorial U y la funcién F definida en (36.3)-(36.4). Es
decir, la pareja

(U7 F)a

es un producto tensorial de Vj y V5.
La existencia del producto tesorial es muy 1til porque nos dice que todas las

funciones bilineales se relacionan con la funciéon universal F' y basta estudiar
esta. Se suele denotar a U como

U:‘G@K‘/b

también se suele usar la notacién
F (v, Uj?) = Vi1 @ Vj2.
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F‘(U,;l7 l,’jQ) = U1 & UJ‘Q.

Se puede observar debido a que F' es una funcion bilineal, si vy, v] € Vi,
vo,vh € Vo y A,y € K se cumple

!/ = !/
(Avy + 717) ® v = Avy ® vy + YV ® vs.

De la misma forma, considerando que F' es una funcion bilineal, se puede
probar que se cumple

v ® (Avg + Yvy) = Ay @ vy + Yu1 ® s,
A1 ®@ v9) = (A1) ® V9 = v1 ® (Avg),
—v1 ® vy = v ® (—0vy),

0®vy =11 ®0=0.

36.2. Caso de R?

Como un ejemplo, veamos el caso en que V; = V, = R2. Estos dos espacios
vectoriales tienen como base canoénica

) o)

Como T podemos tomar R*, cuya base canénica es

_ o O O

Debido a que V; = V5, = R? y U = R* la funciéon F debe ser una funcion bilineal
que relacione la base de R? x R? con la base R*. Una forma de relacionar estas
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esto es

De forma analoga, para un vector de R™

ai
a2

y un vector de R"

se puede definir un producto vectorial de la forma

a1 bl av aq b1
a9 bg a2 aq bg
uoo=| i o =+ [=] |
Am—1 bn,fl Am—1v ambnfl
A b n AmU Ay, b n

note que el vector final pertenece al espacio vectorial R™™.

36.2.1. Producto de Kronecker

Otra opcion de producto tensorial para R? xR? es tomar como U a My (R),
que tiene dimension 4. Si para R? tomamos la base canénica

) -
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y para Ms,o(R) tomamos la base

—_
o

€ =

o O
— O

€y =

(@]
]

€3 =

—_
o

/\/‘B/\/‘\
o
N N N

€4 =

()2 () -
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Considerando que F' debe ser una funcion bilineal, se puede mostrar que
para cualquier par de vectores de R? se tiene

<b>®<d> - (b) (¢ d) = (5 fo)- (36.6)
6)e(5) -6 e 9= 3) (36.7)

La regla (36.6)) se puede generalizar para obtener un producto tensorial entre
un vector de C™ y un vector de C" de la siguiente forma

Por ejemplo,

*T

(451 by ay by (45]
) 2 by _ a2 ba | @2 (b* b b*)
: - : : - . 1 Y2 n
A, bn, am ) \bn A,
alb’{ a1b§ s alb:
> >k >k
agbl Cbgbz tee agb”
- )
apby ayby - apb;
es decir,
as by a by a1y - aqb)
as b asby agby - aqb)
0% = .
>k * |k
Am bn a"n,bl a"an e a‘mbn

a este producto tensorial se suele llamar producto de Kronecker.

36.2.2. Matrices

Como otro ejemplo, consideremos el espacio de las matrices reales de 2 x 2,
es decir V) = Vo = Myyo(R). En este caso podemos tomar la base

(10 (01 O /(00
A=\ 0) 2 oo0)®"\1 0)% 0o 1)
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Se puede observar que el espacio vectorial Mayxo(R) X Mayo(R) tiene dimension
16. Entonces, el espacio U debe tener dimension 16. Por ejemplo, podemos

tomar como U al espacio vectorial My, 4(R), cuya base canonica es

I

Y

)

SCo—~o oo oo
Cococoo oo oo o
cCooco oo o —~
— o000 OO0 CcoOo o
cCoocoo ocooo
cCcooco oMo oo oo
cCoocoo oo oo
CoocOo CcoocO0 OO0 - O
I I
I I I - -
= = = = =
SCoococo oo o o~ PP @
Cooco cooo coo o PP @
HOoO OO0 Coo0 oo PP @ o
Cooco o000 cooo PP L
[ [ I i I
— <t
=) = = = =
Cocoocoo Moo o  coococ oo oo oo
COoOO0OO0 CO0CO0 OHO0OO0 COO0OO0 OCOoOO0O0 OO O
COoOO0OO0 OO0 OCOO0OO0 OO HO COoOO0O OO O
SO0 OO0 OO0 OO0 COOH OO O

00 01

M, =

M,

M

Mo

M13

Mg
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La funcién F' debe relacionar un par de elementos de la base de Ms,2(R) con
un elemento de la base de My 4(R). Una forma de definir a F' es con la regla

(o)) = (6 a)6 w)

40 ol

—_

B 0 0 00
- 10 10
o) o 0)

= M17

o O O =
o O OO
o O OO
o O OO

esto es,

1 0 2 0 1\
0 0 0 0/
Tambiém tenemos

0 0)e( o) = (o 0)G o

o O O
o O OO
o O OO
o O OO
I
=

(e}

=}
o O
—

|
—_
N
(@]
O =
N N—

00) "o
0100
0000
= looo o] M
0000
es decir,
0100
10 0 1 0000
(0 0>®(0 0) 000 0| M
0000
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Adicionalmente tenemos

0000

10 0 0
0 0 01

0000

0010

0000
0000
0000
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0OO



1OO



0100

Jo (o

00
01

o O O

O —= O

o O O

o O O

)63

0 1

—
RN Q
— O - O Ml
(=Nl
N |
o ——
co - O
RN
— OO oo oo
DO OO oo oo
N— N
o o (=Nl
Il Il
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00®00 _ (00 0 0
0 1 10 0o 1/)°\1 0
0 0 0 0
(5 6) o0 )
- 0 0 0 0
o(10) (1 o)

0000

0000
- 0000*M15’

0010
0 0 0 0 0 0 0 0
1)) = (G)61)
0 0 0 0
(oG oY)
- 0 0 0 0
(1) 10 1)

0000

0000
n oooo_M””'

0001

Usando que F es una funcion bilineal, se puede probar que en general se cumple
a b e f\ _ a b e f
(¢ a)ea) -7 (26 0)
e f e f
_ | (9 h> ’ (g h)
N e f e f
‘ (9 h) ! <9 h)
ae af be bf
ag ah bg bh

e cf de df |’
cg ch dg dh
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es decir

<(f f) b <(f f> ae af be bf
“ g h g h _lag ah bg bR
] <6 ]‘) J (e f) | ce cf de df
¢ g h ‘\g h cg ch dg dh

Por ejemplo

—1 8 —1 8
-2 5 @ -1 8\ -2 2) g )
3 4 3 2) —1 8
3
—16 —=5 40
B —6 —4 15 10
- -3 24 -4 32
9 6 12 8
Se puede mostrar que para cualquier dos matrices
aix - Gim by -+ biy
A= 5 : , B=1": o
Qp1 -+ Gpm bsl e bsr

se puede definir un producto tensorial como

allB T almB
AoB=| :
U/nlB e amnB

36.3. Producto de polinomios con el método Ma-
ya

Como una aplicacion del producto de Kronecker entre vectores, veremos el
método maya para obtener el producto de dos polinomios.
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Supongamos que K es un campo y que tenemos los polinomios

P(r) = ap+ax+ agr® + -+ ap 2"+ ap”,
Q(xr) = by +biw+ boz? + - 4 by 2™ + byz™.

con
Qp, Ag, - - - 7an7b07b17"' 7bm € K.
Entonces, el producto de estos polinomios es

P(x)Q(z) = (ao+ aix + asr® + azz® + agz® + - -+ + a,z")
(bo + b1 + boa® + bya® + bya* + -+ + bya™)
= agby + (aghy + boa1)w + (aghy + a1by + boag)z® + - - - +
(s -+ G b1+ b 2)T T 4
+(an_1bm + Anbpy1) 2"+

n+m
+a,byx ,
que se puede escribir como

P(x)Q(z) = co+ c1z + cox® + - 4 Cym—2™ %+ cppmo12™ T 4t

con
Cn+m = anbma
Ch+m—1 = an—lbm + a'nbm—la
Chtm—2 = an—2bm + an—bm—l + anbm—Za
Cy = (lobg + a161 + boag,
c1 = apbi + boay,
co = agby,

Se puede observar que los coeficientes ¢; determinan el producto de los polino-
mios P(z) y Q(x).

Los mayas tenian un método muy eficiente para realizar este producto en
el cual se usa el producto de Kronecker. Primero, al polinomio

P(z) = ap + a17 + agx® + - 4+ ap_12" " + apa”,
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le asociamos el vector columna

mientras que al polinomio

le asociamos el vector columna

az
a
Qo

bn—l

by
by
bo

Q(Jf) - bO + blfL‘ + beQ 4+ .4 bm_1ZL‘m_1 + meL’m

Posteriormente hacemos el producto de Kronecker de estos vectores

a®b =

G

Qp—1

a2
a1
Qo

anbm
Ap—1 bm
an—2bm

a2 bm
a1 bm
Qo bm

b

bm—l

by
by
bo

anbm—l

an—lbm—l
a'n—Qbm—l

by, —1
a1by—1
CLObm—l

an
Ap—1
a2
a1
Qo
anbm—Q aan
Ap—1bm—2 ap—1by
Ap—2bm—2 Ap—2bo
a2by,—2 agbsy
a1by—2 a1by
aobpm—2 aoby
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anbl anbO
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ay b1 aq bo
CL()bl agbo




es decir

anbm (Lnbm72 e aan anbl anbO
p—1bm—1 Ap_ibp_a -+ ap_1by an_1by an_1bo
a‘n,—Qbm an—Qbm—l an—Qbm—Q T an—2b2 CLn—lbl an—QbO
a®b= : : : :
asby, agbpm—1 asbpy—o - asby asby
albm albm_l CL1bm_2 tee a1b2 (J,lbo
aoby, aobm—1 agbp—o -+ aoby aobo

Ahora realizaremos una operacion que llamaremos traza maya, la cual consiste
en sumar los elementos de las diagonales de la matriz de acuerdo con ell color
y colocaremos el resultado en un vector. En este caso tenemos

a'nbm
an—lbm + anbm—l
aanbm + alnflbmfl + anbmf2
TTmaya (@ ® b) = :
(lon + a1b1 + a2b2
a0b1 + a1b0
aobo

Se puede observar que las entradas de este vector coincide con los coeficientes
del producto de los polinomios P(z)Q(x).

36.3.1. Ejemplo

Consideremos los polinomios

P(x) = 2—3z+42® + 2%
Q(z) = 142z — 22
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cuyo producto de Kronecker es

411 .
a®®b = Q| 2
-3 |
2
1
4
= | 5| (121
2
-1 2 1
B -4 8 4
o 3 -6 —=-3|°
-2 4 2
es decir
-1 2 1
—4 8
“@b=13 ¢ 3]
-2 4 2
de donde
-1
-2
TTmaya (@ ®b) = i24 ,
1
2

que implica el resultado

P()Q(z) = (2—-3z+42”+2°) (1 + 2z —2?)
= 242 —42® +122° — 22t — 2.

Este método para obtener el producto de dos polinomios se le suele llamar
método de la diagonal, de las columnas o de las casillas (lattice). Existen
documentos que indican que este método se conocia en la India en el siglo X y
después fue introducido por Fibonacci a Europa. Pero también existen codices
que muestran que el algorimo fue conocido por los mayas varios siglos antes
del siglo X. Notablemente, el producto de Kronecker es desarrollado hasta el
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siglo XIX en las matematicas de Europa. Actualmente este algoritmo se suele
usar en criptografia.

Un desarrollo semejante al mostrado en este capitulo se encuentra en el articulo
[19].

36.4. Caso general

Supongamos que Vi, V5, -+ Vv U son espacios vectoriales sobre K y la
funcion

F:VixVoyx---xVy—=U

es multilineal. Se dice que el par (F,U) es un producto tensorial si para cual-
quier espacio vectorial W sobre K y para cualquier funcion multilineal

T:-VixVox---xVy—W,
existe una tnica funcién lineal
H:T—W,
tal que
T=HoF.

Note que si existe el producto tensorial (F,U), entonces cualquier funcion
multilineal de V; x V5 x -+ x Vi sobre cualquier espacio vectorial W, se puede
escribir en términos de U.

Veamos el caso de espacios vectoriales de dimension finita. Supongamos
que cada espacio vectorial V; (i =1,2,--- | N) tiene dimension finita n; y que
el conjunto de vectores

{Uz’b Vi, = - 7Uim} (36-8)
es una de sus bases, también supongamos que la funcion
T:VixVox---xV,—>W,

es multilineal. Ahora, sabemos que cualquier funcion multilineal T" queda de-
terminada por la forma en que acttia en la bases del dominio, que en este caso
es

VixVyx-ooxVy.
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Debido a que W es multilineal, existen nins - --ny vectores en W, tales que
T(V14y, V20p, s UNiy) = Wigigeiy € W,

donde
u=12--,ng, [=1,2,--- N.

Para este caso, el espacio vectoria U lo tomaremos como un espacio vectorial
de dimension
ny Ny

también tomaremos una base de U y la enumeraremos de la forma
Ciig-rvin s u=1,--,n, =1,--- N.
Por lo que podemos definir la funcién multilineal
F:VixVox--xVy—U,
tal que
F(Um, ce ,UNiN) = €irin-in-

Ademaés, debido a que cualquier funcion lineal esta definida por la forma en
?
que actia en la base del dominio, existe una tnica funciéon lineal

H:U—W,
tal que
H(€iyigmin) = Wirigeiny = L (V14y, V2ip, -+ Uiy )-
Se puede probar que se cumple,
T=HoF, (36.9)
en efecto, podemos ver que

(HoF)(vigy, s oniy) = H(F (v, Oniy)) = Bl€iyigin) = Wiyigiy

= T(v1iy,V2ip, "+, UNiy)
Asi, para las bases (36.8) se cumple la igualdad
(H © F) (Ulip e aUNiN) = T(Uliw e aUNiN)
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lo que implica que para cualquier vector
(Ul,v%-.. 7UN) E‘/l x‘/2 VR XVN

se cumple la igualdad (36.9)).

La existencia del producto tensorial es muy 1til porque nos dice que todas
las funciones multilineales se relacionan con la funcién universal F' y basta
estudiar ésta. Se suele denotar a U como

U=V Qg Vo®k - Qk Vi,

también se suele usar la notacién

F(vy,v9,- - ,on) =101 QU ® -+ @ V.

Se puede observar que debido a que F' es una funcién multilineal, si

vy € Vi,vg € Vo, -+ 0 EViWi,U;EVi,UHl € Vig1,,on € Vy

AyeEK

entonces se cumple

MRV QUi @ (A +70)) Quip1 ® -+ Quy =
= MO0 QU1 VU1 - QUN +
+’YU1®U2®“'®UF1®U£®’UZ‘+1®~"®UN.

De la misma forma, considerando que considerando que F es una funcién
multilineal, se puede probar que se cumple

AV @U® - RVim1 @V QVip1 @ -+ Quy) =
= VRV QU1 (A\y) Uit ® -+ Uy,

que implica

— (MR QU1 RV QU @ QUy) =
- Ul®U2®"'®Ui—1®(_Uz‘)®vz‘+1®“-®vN

(MU - QU_ 100V ® - uy) =0.

443



36.5. Tensor

Supongamos que Vi, V5, --- |V, son espacios vectoriales sobre K, entonces
a las funciones

F:VixVox---xV, =K

multilineales se les llama tensores.

Para la geometria diferencial y la relatividad general son de particular
importancia los tensores que involucran espacios vectoriales

Vi, Vo, -, Vg
y sus espacios vectoriales duales

‘/1*7‘/2*,... 7‘/*

n
En este caso, tendremos funciones multilineales de la fornma
FoViExVex--xVixVixVox---xV, =K
En este con texto, a los vectores de los espacios V; se les llama contravariantes
y a los elementos de los espacios duales V;* se les llama covariantes.
Por ejemplo, si
V=Vi=Vo=---=1V,

tenemos el espacio dual

V*:-‘G*:‘/Q*:"‘:V*.

n

Por lo que podemos construir el tensor

FoVixVix .. xVixVxVx...xV =K (36.10)

J/

TV
l m

Ahora, supogamos que V tiene dimension n y que

{U17027(037 e 7vn}

es una de sus bases. En este caso el espacio dual V* tiene dimensiéon n y
supongamos que

*

{UI7U;’U§’ o ,Un}
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es una de sus bases. Entonces, los tensores de la forma (36.10) son generados
por las funciones multilineales de la forma

vy, QUL @ @ U ®Uj QU @ By, (36.11)
con
i1y 09, 0, 01, G2y s gm = 1,2, ,n.

Ahora, por simplicidad a los vectores que pertenecen a una base de V
(contravariantes) se suelen escribir con el indice abajo. Asi, una base de V' se
suele escribir como

{U17U27U37 e ;UTL}

Mientras que los vectores que pertenecen a una base de V* (covariantes) se
suelen escribir con el indice arriba. Asi, una base de V* se suele escibir como

* 1, % 2 % 3 * n
{v] =v v =v,v; =v°,... 0 =v"}.
Por lo que las funciones (36.11]) se pueden expresar de la forma
VT RUVZTRVPQ - RV QU QUi Q- QU

Asi, cualquier tensor de la forma (36.10) se puede escribir como

F = gy jljz..-jmvil ® viz R ® Uil R Ujl R Uj2 R vjm' (3612)

con
Fi1i2-~~iz Jgzim o |
Ademas, recordemos que si
V1,VU2,V3, - ,Up
y
US,U;,UQ, e ’v;z
son base de V' se cumple
U; = Uijvja (3613)
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con U la matriz de cambio de base. También recordemos que si

*

* * *
Uy, Ug, Ugy oty Uy

*/ */ */ */
/U17/U2,/U37"' ,/U

son base del espacio dual V* se cumple
v — ((U‘I)T>Zj vl (36.14)

Con la notacion de indices arriba y abajo (vectores covariantes y contravarian-
tes) la identidades (36.13)) y (36.14)) se suelen escribir como

I J
Ui_Ui ’Uj,

V' =U" 0.
Ahora, con un cambio de base, se debe cumplir la igualdad

F = Fiw’z---iz JIZIm "2 Q- QU R Vj, X vj, R ® Ui
Y] -/ -/ -/
= Fy o W2im @ @0 @, @, @ @0, .
1t27Y J1 J2 Im

También se tiene

Y .y .y -/
F o= Fiy.y Mmoo 0o @v v, @ ®)

.ll Jm
_ / i gl 4/ i1 il 12 i 7]
= 7’,11/2’4 D192 Im (U 1 ilv > ® (U 2 igv ® e ® U 1 ilv ®

L J1gy. L J2q). L Jmy.
® (Ugy v;) @ (Ugy v3) @ -+ @ (Ugy, "5,
_ 7:/ ) Z’/ ] i/ ] j2 j2 ) ]m / j/j/"'j/
= Ulll'UQZQ"'ULZl'Ujé U]é Uj;n F’L&ZIQ’L; 1J2 m
(V" RV2R @V RV, v, QR Uj,)
esto es,
— Uh, .Un, ..U, U2, P2, I 135G
F =U i1 U 12 U 1 U]é Ujé Uﬂn Fz’lzéz; "
(U“ ®’U22 ®...®U'Ll ®Uj1 ®Uj2 ®"'®Ujm)'
Esta igualdad implica el resultado
F = Eliz---il J1J2 val®UQ®...®UZ®fvjl®fuj2®...®/ujm
i i, il j ; -, Ll
Fo= Uhy - Usg, Uty - Uy 7 "Ujész'{n]mFi/li’Q---i; 31357 Tm
(U“ ®U12®"‘®U” ®Uj1 ®Uj2 ®"'®Ujm)a
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que induce la regla de transformacion

/

Jijerdm 7T (
Eliz---il m_Ulill"Uli

L TT d27T. Im ! 7135
1 Uaé Uj, Fz"li’g-- it .

4

Este tipo de reglas de transformacion fueron importantes para la formulacion
de los principios de la relatividad general y para establecer sus ecuaciones de
movimiento.
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Capitulo 37

Compuertas clasicas y cuanticas

En este capitulo veremos que diferentes compuertas de la computacion
clasica y cuantica se pueden expresar con herramientas del dlgebra lineal.

37.1. Compuerta NOT

Primero veamos la negaciéon. Supongamos que A es una proposiciéon, en-

tonces la tabla de verdad de —A es (37.1)

A -A
Vv F
F V

Cuadro 37.1: Tabla de verdad de la negacion NOT, - A

En este caso tenemos

NOT(V) = F
NOT (F) = V. (37.2)

Vo= (?) , (37.3)
1

F = (0) . (37.4)

Entonces, podemos proponer la matriz

NOT = ((1) é) , (37.5)

~—~
w
=~
[u—y

~—

Ahora, haremos la asignacion
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con la cual se satisface

0 1)\ /0 1 0 1)\ /1 0
G0 Go)=6) e
Estos resultados coinciden con los resultados (37.1)-(37.2)). Asi, con los vectores

(37.3) v (37.4) junto con la matriz (37.5) podemos representar la tabla de
verdad de la negacion NOT (37.1)).

37.2. Compuerta OR

Supongamos que tenemos las proposiciones A y B entonces la tabla de ver-
dad de A o B, esta dado por (37.2)

A|B|AVB
ViV \4
VI F |4
F\|V 14
F | F F

Cuadro 37.2: Tabla de verdad OR, AV B.

Esta tabla se puede representar con las siguientes ecuaciones

OR(V,V) = V, (37.7)
OR(V,F) = V, (37.8)
OR(F,V) =V, (37.9)
OR(F,F) = F, (37.10)
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Ahora, podemos hacer el producto tensorial

o

o - e[
o= 00
o= (3 0)-[
o= (o) (.

)

Entonces, podemos proponer la matriz OR

1000
OR_(0111)’

con la cual se satisface

OR(V®V) =

OR(V&F) = (1 00 0)

OR(F®V) = (1 vy O)

—_
)

OR(F®F) = (

)
_ O
N—

S OO+ OO, O O OO —=OoOoOo
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es decir,

OR(V®@V) =V,
OR(V®F) =V,
OR(F®V) =V,
OR(F®F) = F,

que coincide con la tabla de verdad de AV B, dada por las expresiones (37.7)-
(37.10).

37.3. Compuerta AND

Si Ay B son dos proposiciones, entonces la tabla de verdad de A y B, esta
dado por (37.3])

A|B|AANB
ViV V
VI F F
F\|V F
F|F F

Cuadro 37.3: Tabla de verdad AND, A A B.

Esta tabla se puede representar mediante las siguientes ecuaciones

AND (V;V) =V, (37.12)
AND(V,F) = F, (37.13)
AND (F,V) = F, (37.14)
AND (F,F) = F. (37.15)
Entonces podemos proponer la matriz AND de la forma
1 110
AND = (O 00 1) , (37.16)
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con la cual se satisface

es decir,

AND (V ® V)

AND (V @ F)

AND (F ® V)

AND (F ® F)

AND (V@ V

AND (V ® F

AND(F®V
(

)
)
)
AND (F ® F)

0
0 0 0
){o]-()-v
1
0
0 0 1
D{1]-0)-#
0
0
0 1 1
Dlof ()=
0
1
0 0 1
o] =)~
0
. V,
pu— F’
= F
= F

que coincide con la tabla de verdad de A A B dada por las expresiones (37.12))-

(B37.15).

37.4.

Compuerta NAND

Ya tenemos la compuerta NOT para = A y la compuerta AND para AN B.
Entonces para construir la compuerta NAND para — (A A B), de la forma

NAND =

NOT - AND

it

1 110
0001

{0001
— 111 0)
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es decir,

NAND = <(1) (1) (i (1)) (37.17)
Con la cual se satisface
0
1 1
NAND (V ©V) = ((1) 0y o) 8 :<0>:F,
1
0
0 001 0 0
NAND (Ve F) = (1 11 o> 1 :(1>:V7
0
0
1 1
NAND(FaV) = ((1) (1) ? 0) 0 :((1)):‘/’
0
1
1
NAND (F @ F) = ((1) 0y 0) 8 :((f):v,
0
esto es
NAND (V& V) F,
NAND (V® F) =V,
NAND (FeV) =V,
NAND (F® F) =V,

que coincide con la tabla de verdad de
- (AAB).

Cuando se aplican compuertas de manera sucesiva se dice que se aplican
operaciones secuenciales.

37.5. Compuertas paralelas

No todas las operaciones con compuertas se pueden obtener con operacio-
nes secuenciales.
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En algunos casos se requieren realizar operaciones paralelas en las cuales
una compuerta solo afecta a algunos de los vectores. Por ejemplo, si Ay B son
dos proposiciones y queremos realizar la tabla de verdad de

~ANB (37.18)

la compuerta NOT solo afecta a la proposicion A, pero no a B. Para la repre-
sentacion de las operaciones paralelas podemos ocupar el producto tensorial
en las compuertas.

Antes de continuar, veamos la tabla de verdad de (37.18]), la cual esta re-
presentada en la tabla (37.4)

|| S S

B
|4
F
14
F

<) || e
|

Cuadro 3

~J

.4: Tabla de verdad —A V B.

Ahora, para solo negar a A ocuparemos la compuerta
NOT ® I,
con la cual tendremos
(NOT®I)(A® B)=(NOT (A)) ® B,
después, debemos aplicar la compuerta AND, es decir,
AND ((NOT®I)(A® B)) = AND ((NOT (A)) ® B),
esto es, debemos aplicar la compuerta

AND (NOT® ).
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De forma explicita tenemos

0 1
NOT®I = (1 0
1 0
(oS
N 1 0
1y )
0 0 1
B 0 00
- 1 00
010
es decir,
0 0
0 0
NOT®I = 10
0 1
por lo que
AND(NOT® 1) = (11}
—\0 0
(10
—\0 1
Asi, tenemos la compuerta
1
AND (NOT® 1) = <O
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Con la cual se satisface

0
1 01 1\]0 1
(AND(NOT @ 1)) (VeV) = <o 10 0) 0 _<0>_F’
1
0
1 01 1\]o0 1
(AND(NOT® 1) (V®F) = (0 10 0) 1 _<0)_F’
0
0
1 01 1\]1 0
(AND(NOT® 1)) (FeV) = (o 10 0) 0 :<1>:V’
0
1
1 01 1\]o0 1
(AND (NOT @ 1)) (F® F) = (0 10 0) 0 _<0>_F’
0
es decir,
(AND(NOT® 1)) (V@V) = F,
(AND(NOT @ 1)) (V®F) = F
(AND(NOT®I))(F®V) = V,
(AND(NOT® 1)) (F@ F) = F,
que coincide con la tabla de verdad de
-ANB.

37.6. Leyes de De Morgan

Si Ay B son dos proposiciones, una de las implicaciones de las leyes de De
Morgan es la igualdad

—|(—|A/\—\B) = AV B. (37.19)
La parte izquierda de la igualdad se obtiene con la compuerta

NOT (AND (NOT & NOT)),

456



mientras que la parte derecha es simplemnte la compuerta OR

or = (

1000
011 1)

Asi, la expresion (37.19) es equivalente a la igualdad

NOT (AND (NOT ® NOT)) = OR.

Para probar esta igualdad notemos que se cumple

NOT ® NOT
esto es
NOT ® NOT =
Por lo que,
NOT (AND (NOT X NOT))

Lo que prueba la igualdad (37.20)).
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01y (01
10 10
01 01
o) (1 5)
01 01
10) o 0)
0001
0010
0100]
1000
0001
0010
0100
1000

0001
0 1N\/1110\(0010
1 0/looo1/]lo100

1000
01\/0 111
1 0/\1 000
1000
0111
OR.



37.7. Notacion binomial y bits
En muchos casos es més comun emplear la notaciéon binomial o de bits

Vo= 1,
F =0

y para los vectores se suelen usar los kets, que originalmente surgieron en
Mecanica Cuantica en donde se toma

v == (3),
7= 1= ()

Usando esta notacién se toma

O =

o) = 0y lo) = (

—_

—_
N——
®
N\
O =
N—
I
] —

)

— O

o1y = ety = (g

10) = e |0) = <(1)> ® ((1)) _

1) = el = (|

)

—_
N——
&
N
)
N
|
o —
O = =

—_
—_

o

O =

A e W 0 U W e e g
|
_ o0 OO0 O OO0 OO0k, O OO0 o

o
N——
®
7 N\
)
N—
I
— (@)

—_
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esto es

1
0
00) = [0)el0)=|,|
0
0
1
o) = en=|,|
0
0
0
) = mepo=|{|
0
0
0
= pem=|,
1

37.8. Qubits

Una computadora cuéntica usa como qubits los estados de espin de un
electron. Los estados de espin tienen como base los vectores

Entonces, cualquier estado del espin del electron se puede escribir como com-
binacion lineal de los estados |0) y |1), esto es

) = a0 [0) + a1 |1),
donde
lag|? + | |? = 1.
Aqui
||

representa la probabilidad de que el electron se encuentre en el estado |0) .
Mientras que

|041’2
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representa la probabilidad de que el electrén se encuentre en el estado |1) .

Los estados de espin de un electréon se pueden representar en la llamada
esfera de Bloch, que se muestra en la figura (37.1]).

Figura 37.1: Representacion del Qubit en la esfera de Bloch.

La diferencia entre la computacion clasica y cuantica radica en que los bit
solo tienen acceso a los polos de la esfera de Bloch, mientras que los qubits
tienen acceso a toda la esfera de Bloch.

Para construir estados de varios qubits ocuparemos el producto tensorial,
por ejemplo

[11) = 1) @ 1),

1101) = |1) ® |0) ® |1) .
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Podemos observar que en un sistema de n qubits, cada electron aporta dos
elementos a la base del sistema. Por lo que un sistema de n qubits tiene di-
mension

2",

37.9. Compuertas cuanticas

Existen diferentes compuertas cuanticas, por ejemplo tenemos las matrices
de Pauli, que en computacién cuantica se denotan como

X = NOT:alz((l) (1))

0 —i
Y:‘”:(@ 0)’

1 0
Z:O'3:<O_1)

Otro ejemplo es la compuerta de Hadamard
1 /1 1
i=p(h)

o) = F L=,

con la cual se obtiene

apy = P2,

Se puede observar que las compuertas actuando en un qubit son transforma-
ciones geométricas de puntos sobre la esfera de Bloch ([37.1)).

Ahora, para realizar operaciones secuenciales debemos aplicar de mane-
ra sucesivas las compuertas. Por ejemplo, si el sistema esta en el estado [¢))
y tenemos las compuertas My, M2,--- , My_1 podemos realizar la operacion
secuencial

MNMN_1 s 'MQMl |77Z)> .
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Para realizar operaciones paralelas se usa el producto tensorial. Por ejem-
plo, si el sistema se describe con el estado

1Y) = |h1) ® [aba)

y se tienen las dos compuertas
Ay, As
podemos construir la compuerta paralela
A=A ® A,,
con la cual se puede realizar la operacién paralela

AlY) = (A1 ® Az) (J1h1) @ [1h2)) = (As 1)) @ (A2 [1h2))

esto es

Alp) = (A1 Y1) @ (Az |1g)) .

37.10. Compuertas con control o controladas

Existe otro tipo de compuertas que se les llama C-Compuertas, las cuales
actian sobre sistemas de mas de un qubit y si se cumple alguna condicién
particular sobre uno de los qubits.

Por ejemplo, supongamos que tenemos la compuerta A para sistemas de

un qubit
a b
A= (c d) (37.21)

Entonces podemos construir la compuerta CA que actia sobre un sistemas de
dos qubits

) = [v1) ® |[2) = [Y1¢s) . (37.22)

En donde la regla es que la compuerta CA no cambia a los estados en los
cuales el primer qubit es |0), pero si el primer qubit es |1) la compuerta A
acttia sobre el segundo qubit. Esto es

CA[00) = |00,
CA[01) = |01),
CAJ10) = [1)®Al0),
CALL) = [1)® A1),
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Por ejemplo tenemos la compuerta CNOT es
CNOT |00) = 100),
CNOT |01) |01),
CNOT |10) 1) @ NOT|0) = |1) @ |1) = [11),
CNOT |11) 1) @ NOT|1) = |1) ® |0) = [10),

esto es
CNOT |00) = 100),
CNOT|01) = |01),

CNOT|10) = |[11),

CNOT[11) = |10).
Asi, la compuerta CNOTse puede representar con la matriz
1 00

0
CNOT = (1)
0

o O O

10
00
01

Como otro ejemplo tenemos la compuerta CH, la cual nos da

CH |00) = |00),
CH|01) = |01),
CH[10) = [1) @HI[0) =|1) ® |[+) = [1+),
CH[11) = [HheoH[l)=)&|-)=][1-),
esto es
CH |00) |00) ,
CH|01) = |[01),
CH|10) = |1+4),
CHI11) = [1-).
Por lo que compuerta CH se puede representar con la matriz
10 0 0
01 0 0
CNOT = 00 L L
00 2 0
V2 V2
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Para esete caso, una compuerta CA se puede representar con la matriz

I 0
- () )

37.11. Ejercicios

1.- Si Ay B son dos proposiciones, obtener la representaciéon matricial de
la compuerta para la expresion

AV -B. (37.23)

2.- Si Ay B son dos proposiciones, usando la representaciéon matricial de
las compuertas mostrar que se cumplen la ley de De Morgan

- (AV B)=-ANA-B, (37.24)

es decir, usando la representacién matricial de compuertas mostrar que se
cumple

NOT - (OR) = AND - (NOT ® NOT). (37.25)

3.- Si Ay B son dos proposiciones, usando la representacién matricial de
las compuertas mostrar que se cumplen la ley de De Morgan

ﬁ(A/\B):—\A\/—!B.

es decir, usando la representacién matricial de compuertas mostrar que se
cumple

NOT (AND) = OR (NOT ® NOT) .
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Capitulo 38

Transformada cuantica de Fourier

La Transformada Cuantica de Fourier esta relacionada con la Transformada
Discreta de Fourier, sin embargo, estas transformadas se aplican en contextos
diferentes. Por esta razon, buscando que estos temas se puedan estudiar de
forma auténoma, los capitulos de estos temas se presentan de forma indepen-
diente con su notacién propia y sin hacer referencia entre ellos.

38.1. Expansion binaria

Antes de iniciar, recordemos la expresion de los ntmeros naturales en la
forma binanria.

Primero notemos que los ntimeros 0 y 1 se pueden escribir como

0 = 0-2°
= 1.2
es decir
— 0 —
T = a2, ag=0,1.
Ademas, los 4 ntimeros
0,1,2,3
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se pueden escribir como

0=0-2"+0-2°
1=0-2"+1-2°
2=1-2"+0.2°
3=1-2"4+1-2°

de donde

= a;2" + ap2°, ai,ap =0,1.

De la misma forma, los primeros 8 niimeros
0,1,2,3,4,5,6,7
se pueden escribir como
0=0-2240-2"40-2°
1=0-224+0-2"+1-2°
2=0-22+1-2"40-2°
3=0-22+1-2'4+1-2%
4=1-2240-2'40-2°
5=1-2240-2' +1-2°
6=1-224+1-2140-2°
7T=1-2241-2"+1-2°

asi

T = as2* + a,2' + a2°, a,ag =0, 1.

En general, la expansion binaria de los primeros 2" ntimeros
0,1,2,---,2" =1

se pueden escribir como

n—1 n—2 1 0
€r = a”n—12n + an,—22n +oorta2 + Cl()2 ) Ap—1,"",00 = 0: L.
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38.1.1. Notaciéon binaria fraccionaria

Ahora veremos la notaciéon binaria fraccionaria.

Note que dado el conjunto de n ntimeros
Ty, T, Tn
se puede construir el nimero decimal
r=0.2129" X,

Con esta expresion se puede se define la fraccion binaria como

) 2 22 23 on’
en particular,
x
[01’1] = 317
ademas,
Por ejemplo,
[0’1] =5
ademas,
11 3
MN==-4—==-
0.1] =5+ 5% =7
otro ejemplo es
10 1 5
0,10l ==+ =+ — = —.
0,101 =5+ 5+ 55 =3

Los resultados de esta seccidon los usaremos para expresar de forma mas sencilla
los qubits y su transformada cuantica de Fourier.
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38.2. Estados con notaciéon binaria

Un qubit tienen como base los estados

Para un sistema de un qubit cualquier estado se puede escribir como
) = a0 |0) +ar (1), Jaol + || = 1.
Ademas, note que si tenemos dos estados, N = 2!, de forma binaria tenemos
r = ag2°, ap = 0,1,
por lo que la base de estados de un qubit se pueden escribir como

‘CL()), CLOIO,l.

Para dos qubits tenemos N = 22 = 4 estados, los cuales son

|0) ®10) = {00},
10) @ [1) = |01)

1) ®10) = [10),
1) ®[1) = [11).

Como podemos ver, estos estados se expresan en términos de los coeficientes
de la expansion binaria de los primeros cuatro nimeros. Asi, inspirados en la
expansion binaria, si tenemos 2 qubits, a los elementos de la base del sistema
los enumeramos como

10) = [00) ,
1) = [01),
2) = [10),
3) = [11).

Por lo que, cuando tenemos 2 qubits cualquier estado se puede escribir como
) = ag|0) + a1 [1) + a2(2) + a3 3)
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con

ao? + | |? + Jao|® + |as]? = 1.

Para tres qubits tenemos N = 2% = 8 estados, los cuales son

0) ® [0) ® |0) = [000),
0) ®0) @ 1) = |001),
0) ® 1) @10) = |010),
0) @ [1) @ 1) = |011).
1) ©10) @10) = [100),
1) ®10) @ 1) = [101),
1) @ 1) ®]0) = [110),
1) @ 1) @ 1) = [111)

Entonces, siguiendo esta expansion binaria de los primeros 8 ntimeros, si tene-
mos 3 qubits enumeramos los elementos de la base como

10) = 1000)
1) = [001),
12) = ]010)
[3) = |011)
[4) = [100)
[5) = [101)
6) = [110)
7) = [111)

Asi, cuando tenemos 3 qubits, cualquier estado se puede escribir como
[V) = ap]0) + aq |1) + a2 |2) + a3 |3) + ay|4) + a5 |5) + a6 |6) + a7 |7)
con

Jwol* + e |* + Jaal” + Jas” + |aul” + |as]” + |ag]* + |ar]* = 1
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Si tenemos un sistema de n qubits, su base consta de N = 2" estados, los
cuales son

0)® -0y @0) = |0---00).,
0)®---@[0)@[1) = 0---01),

\1>®-~®|1>®\i>:\1..-11>.

Para enumerar estos estados emplearemos la expansion binaria de los pri-
meros 2" nimeros. En este caso, si

| kef{0,1,2,---,2"—1}

definiremos el estado

| |k> - |(1,77,,1(1,,1,2 t (11(1(J> )

donde

k=a,12"" '+ a,_ 22" % + - + a12' + p2°, A1, a0 =0,1.

Asi, cuando tenemos n qubits, cualquier estado se puede escribir como

V) = a0 |0) + e [1) + -+ g |27 = 1),

con

lag|? + |y [P + - 4 agn_1|* = 1.

38.3. Transformada cuantica de Fourier

Supongamos que tenemos n qubits, entonces si

2" —1

[0y = k)
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es un estado del sistema, su Transformada Cuéntica de Fourier se define como

2" —1

QFT |¢) = Y A |k)
k=0

donde
Yo = ﬁl 2712:1“/ w*7 w:(?’—’z:(wjl
2n, prd J
Por lo que
-1 2l
QFT|y) = Y —= > k)
o V2" §=0
on—1 =
_ kj
I C)
§=0 2"
on—1
= > %QFTj)
7=0
con
;2
FT|j) = — Y Flk).
QFT |j) \E; k)

De forma explicita tenemos la transformacion

1
2n

QFT|0) = (1) + ) +[2) +---+ 2" = 1)),

=3

QFT|1) =

n

-5

QFT|2) = —

<7

1
2n

QFT 2" —1) =

ﬂ
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Por lo tanto, la transforama cuéntica de Fourier se puede escribir como

0) 1 1 1 1 0)
1) 1 w w? L 1)
QFT 12) _L o wl coe WP 12)
: N v2r : : : : : :
|27 — 1) 1 w21 221 w12 2n — 1)
A la matriz
1 1 1 1
w w2 .« oo an*l
1 p / 9(omn __
Ity = T 1 wZ w4 (,dZ(z 1) (382)
i w2;1—1 w2(2"1—1) o w(2*£—1)2

se le llama matriz de Fourier.

38.3.1. Un qubit
Si tenemos un qubit se cumple 2! = 2. por lo que

w:eﬂ'l

o1 /11
WQH\/Q<1 1)’

a la matriz H se le llama matriz de Hadamard y es utilizada como una com-
puerta logica en diferentes algoritmos de la computacion cuantica [15].

de donde

Por lo tanto,



de donde
1

Sl

QFT|0) (10) + 1)),

(10) = 1))

2
1

V2

Usando la notacion de la fraccién binaria, podemos ver que

QFT|1)

1 4
QFTI0) = —=(0)+em0 1)),

1 ,
QFT[L) = —=(0)+ e L),

Sl =S

es decir

1 e
QFT |ag) = 7 (10) + e*™0wli1)) . ay =0,1.

Como podemos ver, con la notacion binaria la transformada cuantica de Fourier
se puede escribir de forma compacta.

38.3.2. Dos qubits

Para dos qubits se tiene 22 = 4, por lo que

w=e2
de donde
1 1 1 1
111 -1 —
W4—§ 1 -1 1 -1
1 — -1 3
Por lo tanto
|0) 1 1 1 1 |0)
|1) _1 1 7 -1 —i |1)
QET 1oy =31 =1 1 1| ||
|3) 1 —i -1 4 |3)
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que implica

QETI0) = 5 (0) +[1) +12) +13))
(10) ©10) +10) @ [1) + [1) @ [0) + |1) ® [1))
(10) @ (10) + 1)) + [1) @ ([0) + [1)))

(10) + 1) © (10) + 1)),

NN =N~ -

es decir,
1
QET0) = 5 (|0) + 1)) @ (|0) + 1))
Usando la expansion binaria este resultado se puede escribir como

1 , .
QFT|00) = 3 (10) + 2O 1)) @ (|0) + ™00 1)) .

Ademés,
QFTI1) = 2 (I0)+il1) ~[2) — i[3))
= S0 [0)+i]0) 1)~ 1) ©10) ~ 1) © 1)
= 500 ®(0) +i11)) - 1) @ (0) +i]1))
= 210y~ ) ® (10} +4[1),
de donde

QFT|1) = 5(10) - 1) ® (10) +i 1))

Por lo que usando la expansién binaria, este tltimo resultado se puede escribir
€omo

QFT|01) = % (10) + e 1)) @ (|0) 4 70 1)) .
Adicionalmente,
QFTI2) = 5(0) 1)+ 12 - 3)
_ %(\o>®yo>—\0>®11>+\1>®!0>—\0>®!1>)
= (0@ ()~ 1)+ 1)@ (0) - 1))
_ %(|0>+|1>)®(\0>—|1>),
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entonces,

QFT[2) = 1 (10) + 1)) © (10) ~ 1))
Usando la expansién binaria, este estado se puede escribir como
QFTII0) = £ (0) + &0 1)) @ (|0) + 270 |1)).
De la misma forma
QFTI3) = 5(0)—i[1) ~ [2) +i[3)
(10) @ 10) ~i10) & [1) — |1) & [0) +4[1) @ |1)
(10) @ (10) 1)) ~ [1) @ (10) ~1 1))

(10) = 1) @ (10) = i[1)),

N RN RN =N -

QFT[3) = 5 (|0) — 1)) ® (|0) —i[1)).

Con la expansion binaria este resultado se puede escribir como

N —

1 . )
QFT |11> — 5 <|0> + e?m[O,l] |1>) ® (|0> + €2m[0,11] |1>) ‘

En resumen tenemos las transformaciones

QFT|0) = QFT|00) = (‘0 )+ 20l 1) ) @ (|0)  e2mil0.00] |7y

)

|0> _|_€27ri[0,01] |1> 7

QFT 1) QFT|01) = (\o 201l

1)
QFT[2) = QFT|10) = (|0 + 200 1)

( )
)@ ( )
) @ (10) + e L),
QFT|3) = QFT|11) = (\o )+ ™01 @ (j0) + 201 1))

Y

que de forma compacta se puede expresar como

QFT |arag) = = (|0) + ™0 1)) & (]0) + e*™Omal 1)) | ag,a, =0, 1.

DO —

De esta forma la notacion binaria nos permite escribri a la transformada cuan-
tica de Fourier de forma simple.
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38.3.3. Tres qubits

Para 3 qubits se tiene 23 = 8, entonces
w=e7

por lo que la matriz de Fourier es

1 1 1 1 1 1 1 1
1 e7 1 T =1 —e% —i —e't
1 7 -1 — 1 1 -1 —
We — 11 T —i eT -1 —ei i —ef
TRl -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 —eT i —eF -1 T —i 7T
1 - -1 1 1 -1 —1 1
1 —eF —i —e% —1 7 1 eT
De esta matriz se obtiene
WT@==3$W+M+M+@+W+@+@+W)
1

0) ®0) ©10) +10) @ [0) ® [1) +0) @ [1) @ |0)
+10) @ [1) @ [1) +[1) ® |0) ® [0) + [1) ® |0) @ |1)
+

\1@D®M+M®M®M>
0) @ (0) ®10) + 0) @ [1) + [1) @ [0) + 1) @ 1))

H1WW®W+W®M+M®M+M®MO

|®+M)®Q®®WH«»+M®O@+MQ

o)+ )& (0)+1) )@ (10 +11) ).
es decir,

orrio) = (10 ) o (0+m ) e (0 +)

(
)
)
(
)
— _(|0>+|1>>®(|0>®|0>+|0>®|1>+|1>®!0>+|1>®|1>>
(
(

476



Usando la expansion binaria, este resultado se puede escribir como

1 ) ) .
QFT|000) = \/§<yo> + 2mil00] |1>> ® <yo> + 2il0,00] 1>> ® (|o> + ¢2m(0,000] y1>>.

Ademas,

%\

QFT|1) )+ e¥ 1) 432+ 3) — |4) - ¥ |5) = il6) — T 7))

= 7 0)®]0) ® [0) + €% [0) ®1[0) @ [1) +14]0) ® 1) ® |0)
+e T )@ (1) @ 1) - (1)@ [0)®]0) — ¥ 1) @ |0) @ [1)

e el - ST e |1>)

Il
N
7N

0) @ (10) @ [0) + e |0) @ 1) +7[1) @10) + ¢ F 1) @ 1)

—_

—| ®(\0>®\0>+e4|0>®|1>+z|1>®|0> 1 ®|1) >

3

0) - ) (>®0>+e4|o>®|1>+zl>®|o> e | >®1>)
0) ) (>®(|o>+e’if|1>)+|1>®(i|0>+z‘e7|1>)>

- ) (104 ) o (10+e% ).
de donde

Qi = (10 -1 ) (10 +e¥ 0 ) o 10+ ¥ 1) ).

que usando la expansién binaria, se puede escribir como

QFT |001> _ \}g < |0> + eQm‘[O,l] |1>> ® <|O> 27rz[0 01 |1>> ® <‘O> + eQm[0,00l] |1> >

(
(1n-
(

Sl = Sl &l
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De la misma forma

QFTI2) = (00 +i1) = [2) ~i[3) + 14) +715) ~ 6) i 7)

= Z(memen+inenen-0enso-inens
Do) +il) el el -1 ek el - v e )

- (oo +imen-meo-iysm
H11® (008 10)+110) 1) — 1) ©10) — il1) @ 1)) )

= (04w s (mem+i0en-pen-imen )

= s+ ) o (0@ o)+ i) - e (o) +i11) )

= Se(wem)e(lo-m)e(0+im)

por lo que

arri = (101w ) o (- ) e (0 i)

que usando la expansiéon binaria se puede escribir como

1

QFT|010) = \/g<|0> + 2mil00) |1>> ® <yo> + 2mil0:10] 1>) ® <|0> + 2m[0,010] y1>>.
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Como otro caso tenemos

QFT|3) =

entonces,

]. 3mi jus} 3mi us}
% (100 + €' 1) = [2) + ¥ 13) = |4) = T 5) +i[6) = ¥ |7))
1

VB |
+eT |0 @)@ 1) — (1)@ [0)®]0) — T 1) @ [0) ® 1) +

sl el el - ¥ Do)

(|o>®|o>®|o>+eT 0) ®10) ® [1) —]0) @ |1) @ |0) +

(0 (0o +eT mom-ilel ¥ ho)

~) @ (10) @10} + T 0y @ 1) — 1) @ 10) + ¥ |1>®1>))
Z(0-m)e(l0e0reF0en-imsm+tmen)
Z(0-m)e(10s (0+ ) -ine (o+e*))
Z(0-m)e(10s 0+ ) -ine o+ ))
(o= ) e (o-im)e (0+em),

oty == (10 -1 ) o (10~ ) o () + e ),

que usando la expansiéon binaria se puede escribir como

1 . ) )
QFT [011) = ¢§<|0> 1 2l |1>) ® (o> 1 ezmiloa |1>) ® (|o> | ezmiloon] |1>).
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Ahora,

QFTI) = —=(0) [ +12) = 8) +14) = 15) +16) ~ 7)
= (memen-menen+memen-neme
Do -[H e e+ e e -He )
o CECEE R R EY)
D@ (0810 - 108 [+ s 0 - D e )
= (m+m)e (a0 -0en+meo-men )
(101 )@ (10 10) - 1)+ s 10) - 1))
= Z(m+m)e(l0+m)s(-mw)

por lo tanto,

orriy =10+ ) o (0 +m ) (10-1),

que usando la expansiéon binaria se puede escribir como

S

Qmumpx@@»wwmm0®(m+&mwug®(m+wmmm0.
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Otro caso es

QFT5) =

S

0) — e 1) +4[2) — T |3) — |4) + €T [5) — i [6) + T \7>)

10) @10) @[0) — e [0) @ |0) @ [1) +[0) @ [1) @ |0)

I
Sl Sl
A~

i

.u‘;;

0)®[1) ®[1) — 1) ®]0) ® [0) + e 1) ® |0) @ |1)

(&

D@1 ®0) +e T 1) |1)® |1>)

=
=)
|
_
=
®
=
=)
®
=
~—
|
g
op
=
=)
®
jrary
=
+
~.
_
~
®
=
=
|
9]
Lo
-
=
=
®
ey
~—
N——

=
=)
®
—
o
=)
|
a
op
=
=
N———
_|_
-~
jrary
=
®
—
(@)
=
+
-~.
a
[¥¥]
[
=
=
N————
N———

=
=2
®
[
(e}
=2
|
a
a3
=
=
N———
+
~.
=
=
&
—
=)
2
+
-~
~.
e
A3
=
=
N———
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2
|
=
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®
N7 N7 N NN
2
&
_
2
|
3
2
=
~—
+
~.
=
®
—_
2
+
~.
)
wf3,
8
2
=
~—
N~

asi,

arrls) = (-1 ) e (0 +il) ) e (- <F )

que usando la expansién binaria se puede escribir como
1 . 4 .
- ( |0> + €2m[0,1} ’1>) ® (|0> + eQm[0,0l] |1>) ® <’0> + e2m[0,101] H))

QFT [101) = %
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También se encuentra

QFT|6) =

por lo cual

200 =11} = [2) +18) +14) =4 15) = [6) +I7)
Z(wemen-ivsnsn-menen+inene
Do -i e el -1 ek)el)+ive e )
(e -i e - e+ ism

+1® (008 10) - 110) 1) — 1) 0 10) +il1) @ 1)) )

20+ e (mem-i0em- oo +iten )
F(0+m ) e (10e g0 - -me o - i)
2(o+m)e(l0-m)e(0-in),

orrio = (101 ) o (-1 ) e (0 -ih ),

que usando la expansiéon binaria, se puede escribir como

QFT(110) =

1
V8

<|0> + 6271'1’[0,0] |1>> ® <O> + 6271'2’[0,10] |1>) ® (|0> + €2ﬂ—i[0’110] |1>)
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De la misma forma

QFT|T)

1 ami ) i ami ) i
%<|0>—e P —if2) — e [3) - [) + ¢ [5) +i[6) + ¥ |7))

€
\/g.
—eT|0)®|1)®@]1) -

HIDRD|0)+eT || |1>)

(I0>®|O>®|O> —e T 0) @ 0) @ 1) —i]0) @ [1) @ 0)

1) ®[0) ® |0) + e T 1) ® |0) ® [1) +

(0o (0o -Fmem-imeo - ¥ po)

e (0810 - T P o - i) - ¥ e ) )
Z(0-m)e(mem-Fmem-ineo - po)
(0= )e (s (0 -7 ) - s (0 -ic¥ b))
Z(0-m)e (e (o- |1)—i|1>®(|o>—eT|1>))
(- )o (w-m o (w-ctw)

en consecuencia

arrin=—c( -1 ) e (0 -il ) o (- ),

que usando la expansiéon binaria se puede escribir como

QFT|7)

QFT |111)

\}g ( |0> + 6271'1'[0,1} |1>> ® <|0> + 627ri[0,11] |1>> ® <‘0> + 62m’[0,111] |1> >
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Por lo tanto,

QFT|0)

QFT |000)

1 .
— \[ ( |0 + 6271'1[0 0] |1 ® |0> + 62771[0,00] |1 ®

‘0 271'10000] ‘1>

QFT[1) = QFT|001)

|O 2m[0 1] |1 ® |0> + 627ri[(),01] |1 ‘0 271'1 [0,001] ‘1>

7l
QFT|2) = QFT|010)

1 i
_ \/>(|O &2 [00]|1

|O> + 6271-71[0,10] |1 ‘0 27t [0,010] ‘1>

by

®

QFT|3) = QFT|011)

e e (o
)e )
e )

)e )

)e o

)e )

1 )
— <|O + e2m[0 0] |1 ® |0> + e27Tz[0,00] |1

%
QFT|5) = QFTI101)

_ 1 (|O 2011 11y ) @ [ 0) + 271001 |1

%
QFT|6) = QFT|110)

‘0 27rz [0,100] ‘1>

®

‘0 27rz 0,101] ‘1>

®

1 )
— \[ ( |0 + 6271'1[0 0] |1 ® |0> + 62771[0,10] |1 ®

QFT|7) = QFT|111)
— % ( |0> + 627ri[0,1] |1>> < |0> 27rz[0 11] |1>> ® ( ‘0> + e271'1'[0,111] ‘1> ) )

Con la notacién binaria todos estos estados se pueden escribir de la forma
compacta

‘0 271'10 ,110] ‘1>

\_/\_/\_/\_/V\_/\_/

QFT ‘CLQ(Ll(I()> —

1 o .
% < ‘()> + GZHL[O‘(LO} ‘1> ) ( ’0> 2"”[0 a1a0 ’1> ) ® < ‘()> + 6271’1,[0.@2@1(10] ‘1> > )

38.4. Caso general

En general, si tenemos n qubits tendremos 2" estados en la base del sistema,
ademés los primeros 2" nimeros se puede escribir con la expansiéon binariar
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como

k=an, 12"+ a, 22" 2+ + a2 + ap2°, 1, a9 =0,1.

Entonces la transformada cuantica de Fourier se puede escribir como

QFT|k) = QFT |ap—1---ajap)

1 - . .
_ \/ﬁ ( ‘0> + 02/|/[0.(1,1)] 1>) ® <0> + 027(1,[04(11(1,“] 1>) ®R--® (0> + ()/27]'/[0,(1,”“-(1,1(1,')] 1>>

38.5. La inversa de la matriz de Fourier

Se puede observar que las componentes de la matriz de Fourier W ((38.2))
se pueden escribir como

1
A /2n
donde w esta definida en (38.1)). Ahora, note que en esta matriz los indices

empiezan en cero y teminan en 2" — 1, por lo que tenemos una matriz de
(2" —-1)x (2" —-1).

W= ——wi, 4§ =01,23-,2"—1.

Ademas, considerando la definicion de w dada en (38.1), las componentes
de la matriz adjunta de W son

(Why = \/12—,1(wﬁ)*

es decir,

De donde



esto es,

1 ...
WWwh),, = —wki=D,
2n
Recordemos que, de acuerdo con la convencion de la suma de Einstein, en esta
expresion tenemos una suma sobre k. Asi, por razones de claridad, escribiremos

2n—1

1 _
Wwhy, = o whE=D), (38.3)
k=0
Para el caso en que
1=7
tenemos
=
N, - _— kO
W = o d w
k=0
n—1
1
= 521
k=0
= o
por lo que
Wwh; =1
Mientras que en el caso
iF
podemos definir
z=wI (38.4)
y la suma (38.3) se puede escribir como
=
(WWT)ij = 2_n Zk.
k=0

Por lo tanto, usando la suma geométrica, tenemos

2" —1

1
wwh.. = — § k
( )Z] N P “

122" —1
on 2 —1"
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por lo cual

122" —1

oz —1"7

Ahora, considerando la definicion de z dada en (38.4) y la definicion w dada
en (38.1)) se encuentra

(Wwh), =

2271, _ (wi*j)zh
( 2,r>(i—j)2"
— e2m
27 (i—7)2"™
= e 2n
— e27r(i7]) -1
es decir,
22 =1
Por lo tanto, si ¢ # j, se encuentra
Wwh,; = 0.

Estos resultados nos indican que se cumple la igualdad
WWha = 6.
en otras palabras
Wwh=1.

Por lo tanto, se cumple la igualdad

Wh=w-!

y la matriz de Fourier W es una matriz unitaria.

Asi
1 1 1 1
1 w1 w2 . @
I/I/rfl _ I/I/YT — 1 w*2 UJ74 . w*Q(‘Z”*])
\/ 21
1 , v7(27771) ,72(2”71) w*(2”71)(2n*l)

Con esta matriz se construye la Inversa de la Tranformada Cuantica de Fourier.
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