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Introduccidon

En el drea de las ciencias e ingenieria existen muchos problemas para los
cuales no es posible encontrar una solucién analitica pero que, mediante el
uso de métodos numéricos, es posible obtener una solucién aproximada.

Cuando se imparte un curso sobre métodos numéricos, es necesario rea-
lizar los célculos paso por paso para que quede claro como funciona cada
método y los estudiantes puedan ir mas alléd de utilizarlo sin comprender-
lo. En muchos casos, para mostrar algunas propiedades importantes de los
métodos, se deben utilizar ejemplos en los que la cantidad de operacio-
nes es muy grande, por ello se requiere el uso de computadoras, con el fin
de observar el proceso completo en detalle. Lo usual es utilizar paquetes
de software comercial (Mathematica, Maple, Matlab, etc.) para ejecutar los
métodos numéricos. Estos paquetes, sin embargo, no suelen mostrar algu-
nos pardmetros que ayudan a comparar el funcionamiento de los métodos
como, por ejemplo, el nimero de iteraciones que hacen antes de llegar a
una solucion. Por otro lado, el uso de los paquetes de software requiere de
una capacitacién previa del usuario y de ciertos conocimientos de progra-
macion, que no suelen tener los alumnos de licenciatura.

Para tratar de superar estas dificultades, desarrollamos SIMetNum. SIMet-
Num' (Sistema Interactivo de Métodos Numéricos), un sistema de software
didéctico elaborado en la UAM Cuajimalpa de acceso gratuito y que opera
en linea sobre cualquier sistema operativo. Su propdsito es que los usuarios
(los alumnos) puedan ejecutar facilmente diversos métodos numéricos y es-
tudiar sus propiedades. Con SIMetNum se pueden obtener resultados casi
inmediatos, ahorrando tiempo y esfuerzo y evitando, al mismo tiempo, mu-

1 SIMetNum. Con aval del Comité Editorial de la DCNI (UAM Cuajimalpa) el 8 de diciembre de 2011.
Certificado de registro 03-2012-021312202400-01 del Instituto del Derecho de Autor.
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chos errores. El objetivo primordial de SIMetNum no es la ejecucién rapida
de los métodos, sino mostrar claramente sus caracteristicas.

La utilidad y pertinencia de SIMetNum ha sido demostrada con un estudio
realizado con alumnos de la UNAM,? en el que se constatd las ventajas que
tiene el uso de este sistema para la comprension de los métodos numéricos.

En este trabajo, cada capitulo abarca un grupo de métodos numéricos
que sirven para resolver un determinado tipo de problemas. Los capitulos
contienen una breve descripcion de cada método, una guia de usuario que
explica la manera de introducir los datos con SIMetNum y un ejemplo en el
que se ilustra el modo en que opera SIMetNum. Mostramos tanto la intro-
ducciéon de datos como el despliegue de los resultados.

Cada capitulo contiene también una préactica especialmente disenada
para ilustrar con SIMetNum ciertas propiedades clave del grupo de métodos
numeéricos a tratar. Las practicas pretenden reforzar conceptos tedricos, ilus-
trar lo que ocurre en casos especiales, mostrar caracteristicas de los méto-
dos y hacer comparaciones entre estos. Al final de cada capitulo, se incluye
un cuestionario de evaluacion. Los resultados de la practica y el cuestionario
de cada capitulo se anexan en el apéndice.

2 Gémez-Fuentes M., Cervantes-Ojeda J., Bdez-Juérez E., Garcia Franco A., Ramos-Carranza R., Interacti-
ve software tool for teaching Numerical Methods in Engineering, Electronic Journal of Mathematics and
Technology, 9(1), pp. 107-123.



Relacion del contenido con el programa
de estudio de la UEA Métodos numéricos

Las préacticas de laboratorio son una de las maneras mas efectivas de lograr
la participacion activa de los alumnos. Esta participacion activa es una de
las modalidades de conduccién del proceso de ensefianza-aprendizaje de
la UEA y es una de las caracteristicas centrales del modelo educativo de la
UAM Cuajimalpa.

El plan de estudios de la carrera de Matematicas Aplicadas se encuentra
en un proceso de actualizacién que inicié en junio de 2012. Durante este
proceso, se modificd el programa de la UEA Métodos numéricos. Aunque
actualmente sigue en curso el proceso de aprobacién a las modificaciones
hechas, hemos basado nuestro material de apoyo en el nuevo programa de
la UEA Métodos numéricos |, cuyo contenido sintético es el siguiente.

1. Introduccidn
1.1. Los métodos numéricos y su importancia en la ciencia e ingenieria.
1.2. Representacion de numeros en una computadora y aritmética de
punto flotante.
1.3. Definicién de error. Error absoluto, relativo y porcentual.
1.4. Error por redondeo, propagacion de errores y error numérico total.

2. Solucién de ecuaciones no lineales
2.1. Caracteristicas de los métodos para aproximar raices.
2.2. Método de punto fijo.
2.3. Método de Biseccion.
2.4. Método de Newton-Raphson.
2.5. Método de la Secante.
2.6. Falsa Posicion.
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2.7. Método de Bairstow.
2.8. Implementaciéon computacional de los métodos a través de aplica-
ciones especificas.

Interpolacién y aproximacién de funciones
3.1 Interpolacion mediante polinomios de Lagrange.
3.2 Interpolacién por diferencias divididas.
3.3 Polinomio interpolante de Newton.
3.4 Aplicaciones a la ciencia e ingenieria.

Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales
4.1. Clasificacion y caracteristicas de los métodos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales.
4.1.1. Métodos directos: Doolitle, Crout y Cholesky.
4.1.2. Métodos lterativos: Jacobi y Gauss-Seidel.
4.1.3. Aplicaciones
4.2. Sistemas de ecuaciones no lineales.
4.2.1. Método de Newton.
4.2.2. Aplicaciones en problemas que den origen a sistemas de
ecuaciones no lineales.

Si bien SIMetNum no tiene implementados todos los métodos del con-

tenido sintético, abarca el 90% de los temas, que son: métodos de solucion

de ecuaciones no lineales (seccion 2 del contenido sintético), interpolacién
de funciones (seccién 3 del contenido sintético) y sistemas de ecuaciones
lineales (seccion 4.1 del contenido sintético). SIMetNum contiene ademas
métodos para la integracion numérica.

Las précticas con SIMetNum fomentan la exploracion de las diferentes

posibilidades de los métodos para la mejor comprensién de los conceptos
estudiados. Este es otro de los principios contenidos en las modalidades de
conduccién del proceso de ensefianza-aprendizaje del programa de la UEA.
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Conocimientos, habilidades
y actitudes a desarrollar

SIMetNum considera la mayoria de los métodos numéricos que se encuen-
tran en el programa y cuyo uso es mas comun en las areas cientificas y de
ingenieria. Mediante el uso de SIMetNum, se pretende que el estudiante
conozca los métodos numéricos y los aspectos maés relevantes que deben
considerarse al utilizarlos.

La ensefianza de ciertas caracteristicas de los métodos numéricos, por
ejemplo, el nimero de iteraciones que se requieren para alcanzar una to-
lerancia dada o los aspectos de los que depende la convergencia de un
método, no es una labor sencilla y consume mucho tiempo en el salén de
clases. Las préacticas con SIMetNum son experiencias de aprendizaje dise-
fadas para mostrar todos estos aspectos de una manera didactica, de tal
forma que el alumno observe facilmente, por ejemplo, qué tan sensible es
el nimero de iteraciones a los cambios en alguno de los datos de entrada y
pueda comparar distintos métodos para analizar su pertinencia en la resolu-
cién de cierto tipo de problemas.

SIMetNum pretende incidir en el desarrollo de las habilidades analiticas
y de comprension de los estudiantes, ya que permite reconocer cuéles son
los parametros relevantes para el funcionamiento de los distintos métodos.
Los estudiantes pueden explorar con relativa facilidad cémo cambian los
resultados al modificar los datos especificos de entrada, de acuerdo con el
método numérico que se utilice. Dada la simplicidad de uso de SIMetNum
(al compararlo con paquetes comerciales), los alumnos pueden concentrar-
se en la comprensién de los métodos numéricos y no tanto en el funciona-
miento del sistema. Se pretende también que los estudiantes desarrollen el
pensamiento critico, al comparar cdmo un mismo problema puede resolver-
se utilizando diferentes métodos y generar las habilidades metacognitivas
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que le permitiran elegir, entre dos o0 més métodos, el mas adecuado para la
resolucién de un tipo especifico de problema.

Las practicas que proponemos estan orientadas a que los alumnos anali-
cen ciertos comportamientos de un método a partir de datos especificos de
entrada, asi como de los resultados que SIMetNum produce. De esta ma-
nera, podran darse cuenta, de una manera facil y amena, de los casos espe-
ciales y de las particularidades de algunos métodos. Esto permite reforzar lo
visto en clase con una actividad préctica, lo cual fomenta la muy importante
actitud de contrastar el conocimiento tedrico con problemas préacticos.

Las practicas van acompanadas de un cuestionario, el cual se recomienda
aplicar a los alumnos justo después de realizar la practica para medir la ad-
quisicion de conocimientos durante esta.
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Objetivos

OBJETIVO GENERAL

Comprender las propiedades clave de los métodos numéricos béasicos
para la solucién de ecuaciones no-lineales y sistemas de ecuaciones linea-
les, asi como para la interpolacién e integracion numérica de funciones en
una variable.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Utilizar en forma eficiente y efectiva la herramienta de céalculo numérico
SIMetNum.

2. Interpretar y evaluar la efectividad de cada método implementado en
SIMetNum.
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Capitulo 1. Introduccion a SIMetNum

1.1 OBJETIVO

Conocer en qué consiste el Sistema Interactivo de Métodos Numéricos Sl-
MetNum y su estructura.

1.2. ; QUE ES SIMETNUM?

Es una herramienta gratuita desarrollada para apoyar la ensenanza de los
métodos numéricos. SIMetNum permite mostrar algunas caracteristicas im-
portantes de los métodos, entre las que se pueden mencionar:

e Coémo varian los resultados cuando se utilizan diferentes métodos para
resolver un mismo problema.

e Qué sucede con los resultados cuando varia la aproximacién inicial en
métodos iterativos.

e Qué efecto tiene cuando se varia la tolerancia en un mismo problema.

Otras ventajas que tiene el sistema SIMetNum, ademas de las ya mencio-
nadas, es que resulta ser una herramienta de uso muy sencillo cuyos resul-
tados ayudan a:

® |os alumnos a corroborar los resultados de sus ejercicios,

* |os profesores a elaborar y calificar tareas y exdmenes.

e cualquier usuario que deba de resolver un problema especifico o de apli-
cacién (matematicas, fisica, quimica, fisicoquimica, de ingenieria, etc.) y
que requiera de alguno de los métodos implementados en SIMetNum.
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Por otra parte, SIMetNum es un sistema disefiado modularmente, es decir
que su disefio permite la adicion de mddulos para tratar otro tipo de proble-
mas, cada uno de los cuales puede, a su vez, involucrar uno o mas métodos.

Los métodos considerados dentro del sistema SIMetNum se agrupan,
para mayor claridad, en las siguientes categorias: obtencién de raices, solu-
cién de sistemas de ecuaciones lineales, interpolacién de funciones e inte-
gracion de funciones. SIMetNum incluye una breve descripcion de cada uno
de los métodos, asi como una guia electréonica que ayuda al usuario para
que pueda ejecutarlos, explicando el significado y el formato de las entradas
y salidas de cada método.

Cualquier usuario puede tener acceso a la Ultima version del sistema a
través de la siguiente direccion electrénica: http://libio.cua.uam.mx/~coor-
dinacioningcomp/SiMetNum/simv4.html

El sistema cuenta con una parte tedrica, que consiste en un conjunto de
paginas HTML donde se expone una descripcién bésica de cada uno de los
métodos, asi como de una parte practica donde el usuario introduce los da-
tos necesarios y observa los resultados obtenidos una vez que ha seleccio-
nado algin método. Es decir, el sistema no solo es una pagina web con ligas
a otras paginas, sino que se ejecuta un trabajo en la computadora remota,
con esto se obtienen las ventajas de un sistema didactico que puede correr
programas en una red de computadoras.

También hemos dado a SIMetNum un nombre en inglés: Educational Ac-
tive SYstem for Numerical Methods (EASyNuM), ya que se planea traducir
todas las paginas a este idioma para que tenga una mayor cobertura.

El sistema esta disponible en el servidor de la UAM Cuajimalpa y puede
utilizarse desde cualquier computadora conectada a Internet que tenga ins-
talada la méaquina virtual de Java y Adobe Flash Player 10.

Con el fin de ejecutar correctamente los applets de SIMetNum, el usuario
debe verificar que la seguridad de Java se encuentra en el nivel més bajo.
Esto se hace normalmente en el ment del panel de control (programas / java
/ security).

1.3 ESTRUCTURA DE SIMETNUM

El sistema permite a los usuarios estudiar y trabajar con los siguientes méto-
dos, agrupados como se muestra a continuacion:
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Grupo de métodos para la solucion de ecuaciones no lineales:
e Método de Newton Raphson.

e Meétodo de biseccion.

Grupo de métodos para la solucién numérica de sistemas de ecuaciones
lineales:

e Método de Jacobi.

e Método de Gauss-Seidel.

Grupo de métodos de interpolacién:

e Métodos de Newton.

e Meétodo de Lagrange.

Grupo de métodos de integracién numérica:

e Método Trapezoidal.

e Meétodo de Simpson 1/3.

e Método de Simpson 3/8.

En la figura 1 se muestra la pagina con los problemas que pueden resol-
verse con SIMetNum clasificados por grupos. Debajo de cada uno de ellos
aparecen las ligas hacia los métodos. También aparece el grupo de métodos
para la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden |. Como ya
se menciond, SIMetNum es un sistema modular y estamos trabajando sobre
este nuevo mddulo que actualmente se encuentra en desarrollo.

Figura 1. Métodos de SIMetNum agrupados por tipos de problema a resolver

o simvd x =] =
€ A [D) libioiztuam.mx/~mgomez/SiMetNum/simya htr %% W fwote P @ | () =

% Comenzar a usar Fir. (2] Otros marcadores

Zolucion de ecuaciones
no lineales
Trapezeidal
e

| Simpson 3/8

Metados de Interpolacion
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1.4 COMO INTRODUCIR FUNCIONES

SIMetNum tiene un parser que permite al usuario introducir como dato cual-
quier tipo de funcién (algebraicas y trascendentes), lo que le da flexibilidad.
Ademas, permite comparar métodos y explorar su comportamiento. Para
utilizar este parser en los métodos que lo requieren, es necesario introducir
las funciones, como se especifica a continuacién:

1. Cuando se introduce una funcién de una sola variable, el nombre de la
variable debe ser: x.

2. Cuando la funcién es de dos variables, los nombres de las variables de-
ben ser: x,y.

3. Las funciones trascendentes permitidas y su sintaxis se muestran en la
tabla 1.1:

Tabla 1.1. Sintaxis de las funciones trascendentes en SIMetNum

Nombre de la funcién Sintaxis

e(expresion)

EXP(expresion)

Logaritmo base 10

LOG(expresion)

Logaritmo natural

LN(expresion)

seno SIN(expresién)
coseno COS(expresién)
tangente TAN(expresion)
cotangente COT(expresion)
secante SEC(expresion)
cosecante CSC(expresion)
ArcoSeno ASIN(expresion)
ArcoCoseno ACOS(expresion)
ArcoTangente ATAN(expresion)
ArcoCotangente ACOT(expresion)
ArcoSecante ASEC(expresién)
ArcoCosecante ACSC(expresién)
Raiz Cuadrada SQRT(expresion)
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4. Una expresion es cualquier operacion valida incluyendo una funcién.
5. Enlatabla 1.2 se ilustran las operaciones validas.

Tabla 1.2. Operaciones vélidas en SIMetNum

Operacioén Operador que debe utilizarse
Sum +
Resta -
Multiplicacion *
Division /
Potencia A (alt-94)

6. Se permite el uso de paréntesis.
7. Se pueden usar los espacios libremente.
8. Se puede usar mayusculas, mindsculas o una combinacién de las dos.






21

Capitulo 2. Métodos para resolver
ecuaciones no lineales

2.1 METODO DE NEWTON RAPHSON

2.1.1 Breve descripcion del método

Este método consiste en obtener una mejor aproximacién de la raiz toman-
do un valor inicial x, y utilizando la siguiente férmula:

C))
i+l i f'(x,-)

La funcidn f(x) debe ser diferenciable.

2.1.2 Guia de uso del método de Newton Raphson
Las entradas que requiere SIMetNum son:

e Lafuncidon f(x) que debe ser una funcién continua.

e laderivada de la funciéon f'(x).

* Unvalor inicial x,.

e Una tolerancia e que serd la condicion de paro. El método termina
cuando se cumple con la condicién: |x, —xi‘ <€

Las salidas que se obtienen con SIMetNum son:

Para los resultados parciales:
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Numero de iteracion.
. )
RAES
" ol

El resultado final es la raiz encontrada.

2.1.3 Ejemplo de operacién del método de Newton Rahson

w

Si la funcién de la cual se va a obtener una raiz es: f{x) = 4sin(x) — &

Se debe introducir de la siguiente manera: 4*sin(x) - exp(x)

Se debe introducir la derivada de la funcién, que es: f(x) = 4cos(x) — &
De la siguiente forma: 4*cos(x) - exp(x)

El valor inicial: 1

La tolerancia que se requiere para detener los célculos es la diferencia
entre el nuevo valor calculado y el valor anterior, es decir:
Tolerancia=x,, - x,

Por ejemplo, una tolerancia de 0.1 requiere de menos calculos que una to-
lerancia de 0.0001, sin embargo, con 0.0001 se obtiene un mejor resultado.
La tolerancia que se introducira seré: 0.001

La aproximacion a la raiz encontrada es: 1.3649584357 en seis iteraciones.

En la figura 2.1 se muestra la pantalla de SIMetNum.

Figura 2.1. Resultados del método de Newton Rapshon con SIMetNum
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2.2 METODO DE BISECCION

2.2.1 Breve descripcion del método

Este método consiste en obtener una mejor aproximacién de la raiz a partir
de un intervalo inicial (x._, x ) en el cual hay un cambio de signo en la fun-

sul

cién, es decir: f(x,)* f(xsup)<0

El primer paso es obtener el punto medio:

inf

x+x

xmedia - 7

X

media

es una primera aproximacion a la raiz, a la que llamaremos x,, en

seguida se toma un nuevo intervalo, pero ahora mas pequefo, conside-

rando que siga existiendo un cambio de signo en la funcién, es decir, si
N . .

S (xe)* f(X,00.) <0, entonces el nuevo intervalo seréd (x,_, x__. )y, en caso

contrario, el nuevo intervalo serd (x__., x_ ). Al repetir nuevamente el proce-

media’ “sup

so, llamaremos x,,, a la siguiente x, El método termina cuando se cum-

media *

ple con la condicién de paro: ‘xm —xi‘ < g, es decir, la diferencia entre la raiz
anterior y la nueva raiz obtenida es menor o igual a la tolerancia.

2.2.2 Guia de uso del método del método de biseccidn

Las entradas que requiere SIMetNum son:

La funcién f(x) que debe ser una funcién continua.

* Unintervalo inicial (x_, xsup) en el que debe existir un cambio de signo
de la funcién.

Una tolerancia e que serd la condicién de paro.

Las salidas que da SIMetNum son:

Para los resultados parciales:
F Nudmero de iteracion.

e |lax

media

de cada iteracion (x,,,)
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e FElresultado final es la raiz encontrada.

2.2.3 Ejemplo de operacién del método de biseccion

1. Sila funcién de la cual se va a obtener una raiz es: f{x) = 4sin(x) — e
Se debe introducir de la siguiente manera: 4*sin(x) - exp(x)
2. Se debe introducir un intervalo en el cual la funcién cambie de signo, si
se proporciona un intervalo incorrecto el sistema se detiene hasta que se
introduzca un intervalo correcto.
Se introduciré el siguiente intervalo: [0.5, 1.5]
La tolerancia que se introducira sera: 0.001
4. La aproximacion a la raiz encontrada sera: 1.3642578125

w

En la figura 2.2 se muestra la pantalla de SIMetNum.

Figura 2.2. Resultados del método de biseccion con SIMetNum
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2.3 PRACTICA CON SIMETNUM

2.3.1 Objetivo conceptual

El alumno podré constatar la répida convergencia del método de New-
ton-Raphson para algunas funciones. Observard el comportamiento del
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método de biseccién. Visualizard cdémo aumenta el nimero de iteraciones
conforme la tolerancia requerida disminuye. Finalmente, podré comparar el
método de Newton-Raphson con el de Biseccion.

2.3.2 Contenido de la préactica

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #1: Solucidn de ecuaciones no lineales

1. Aplicar el método de Biseccion y de Newton-Raphson con una toleran-
cia de 0.0001 para aproximar una raiz de

fx) =4x3-—x2+ 1

Anotar el nUmero de iteraciones y la raiz encontrada:

Método Intervalo inicial Resultado Num. de iteraciones
Biseccidn [-1, 0] _
Biseccidon [-1.5, 1] -
Biseccidén [-10, 0]

Biseccidén [-100, 100]
Biseccion [-1000, 1000]

Método Valor inicial  Resultado  Num. de iteraciones
Newton-Raphson -1 o
Newton-Raphson -10 -
Newton-Raphson -100 _
Newton-Raphson -1000 _
Newton-Raphson 100 -
Newton-Raphson 1000000 _

1.1.La aproximacion obtenida con biseccidn es exactamente igual a la aproxi-
macién obtenida con Newton-Raphson?

1.2.En los casos de Newton-Raphson el valor inicial crecié hasta un millén de
veces. jComo crecié el nUmero de iteraciones para llegar a la aproxima-
cion de la raiz?
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a) El numero de iteraciones crecié también alrededor de un millén.
b) El ndmero de iteraciones no aumentd demasiado.
c) Elnumero de iteraciones fue el mismo.

2. Sise varia la tolerancia para la funcién anterior, jen cuéntas iteraciones
se encuentra la raiz?

Biseccién Newton-Raphson

raiz  iteraciones raiz iteraciones
obtenida obtenida

2.1. Con tolerancia de 0.01:
2.2. Con tolerancia de 0.00000001:

2.3.;Con cuél de los dos métodos aumentaron mas las iteraciones al dismi-
nuir la tolerancia?

3. Aplicar el método de Newton-Raphson con una tolerancia de 0.0001 para
encontrar la raiz de

fix) =x>+05x?-25x+1=0

. En cuéantas iteraciones se encuentra la raiz?
Raiz lteraciones
3.1. Si el valor inicial es de 2:
3.2. Si el valor inicial es de 1000:
3.3. Si el valor inicial es de 1000000:
3.4. Si el valor inicial es de -10:
3.5. Si el valor inicial es de 0.1:

3.6. ;Por qué se obtuvieron diferentes aproximaciones en algunos de los casos?

4. Aplicar el método de Biseccion y de Newton-Raphson con una toleran-
cia de 0.0001 para encontrar la raiz de

f(x) = Cos(x) — x?

Anotar el numero de iteraciones y la raiz encontrada:
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Método Intervalo inicial Resultado Num. de iteraciones
Biseccidén [-0.5, 1.5]

Método Valor inicial Resultado Num. de iteraciones
Newton-Raphson 8

5. Si se varia la tolerancia para la funcién anterior, jen cuéntas iteraciones
se encuentra la raiz?

Biseccion Newton-Raphson
[-0.5,1.5] valor inicial=8
raiz iteraciones raiz iteracio-
nes
obtenida obtenida

5.1.Con tolerancia de 0.01:
5.2.Con tolerancia de 0.00000001:

5.3.;,Con cuél de los dos métodos aumentaron mucho las iteraciones cuan-
do se disminuyé la tolerancia?

6. Usando Biseccion y tolerancia 0.0001, jen cuéntas iteraciones se encuen-

tra la raiz?
Raiz itera-
ciones
6.1. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [-0.5, 1]
6.2. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [0, 1]:
6.3. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [-1000, 1000]:

6.4.;La aproximacion a la raiz es exactamente la misma en todos los casos
anteriores?

7. Completa lo siguiente usando el método de Biseccién para obtener una
de las raices de f(x) = cos(x) con una tolerancia de 0.0001 .

Intervalo inicial raiz iteraciones
[0,10]
[0,100]
[0,1000]
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i Por qué se obtienen aproximaciones a diferentes raices?

2.4 CUESTIONARIO

Instrucciones: Después de haber realizado la practica, contesta las siguien-

tes

preguntas.

1. Suponiendo que en un intervalo inicial dado solo se tiene una raiz,

1.1.

1.2

iqué sucede con el numero de iteraciones n del método de biseccion
cuando el intervalo inicial se hace cien veces méas grande?

a) nnoaumenta

b) naumenta un poco

c) naumentaen 100

d) podria suceder cualquiera de las anteriores

..Se obtiene exactamente la misma raiz con el método de biseccion

cuando el intervalo inicial varia y se deja fija la tolerancia?

Si en el método de biseccién proporcionamos diferentes intervalos ini-
ciales a una funcién con raices multiples, j esperas obtener aproximacio-
nes hacia la misma raiz o hacia raices diferentes?

Si tenemos una funcidn con tres raices conocidas, por ejemplo:

fix) =x>+05x?-25x+1=0

cuyas raicesson x,=-2 x,=0.5 x,=1

y aplicamos el método de Newton-Raphson con un valor inicial cercano
a la raiz de la extrema derecha:

X, =2,y se obtiene la raiz x=1 en n iteraciones, ;qué pasaria si ahora X,
vale 100007 (suponer la misma tolerancia en ambos casos).

&

El nimero de iteraciones serd mucho mayor a n
El nimero de iteraciones no aumenta demasiado
El nimero de iteraciones seré el mismo

Puede pasar cualquiera de las anteriores

&ag0
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4. ;Qué sucede con el nimero de iteraciones en los métodos de Biseccién
y Newton-Raphson cuando se requiere de mayor exactitud en la aproxi-
macién a una raiz, es decir, cuando se tiene una tolerancia mas pequefa?

5. Engeneral, y suponiendo que es posible aproximar las raices de una fun-
cién, sin mayor problema con cualquiera de los métodos de Biseccion
o de Newton-Raphson, ;cudl de estos métodos serd mas répido? ;Por
qué?

6. Siaplicamos el método de Biseccién y el de Newton-Raphson a una mis-
ma funcidn, con una tolerancia de 0.0001 en ambos casos y proporciona-
mos respectivamente un intervalo inicial [a_, b_] y un valor inicial X, de
manera que se obtienen aproximaciones hacia la misma raiz, jla aproxi-
macion obtenida con biseccion es exactamente igual a la aproximacién
obtenida con Newton-Raphson?
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Capitulo 3. Métodos para sistemas
de ecuaciones lineales

3.1 GENERALIDADES

Muchos problemas relacionados con el campo de la ingenieria se pueden
expresar en términos de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. Cuan-
do se resuelven numéricamente ecuaciones diferenciales pueden surgir sis-
temas lineales con 20 000 variables. Los equipos de computo disponibles en
la actualidad podrian requerir incluso varios dias para resolver estos sistemas
por métodos directos (como eliminacion o factorizacién).

Los métodos de Jacobiy de Gauss Seidel son métodos iterativos con los
que se resuelve el sistema lineal

Ax=Db

Comienzan con una aproximacion inicial xX© a la solucién x y generan una
sucesion de vectores x¥ que convergen a la solucién x.

Un sistema de ecuaciones algebraicas lineales es un conjunto de ecuacio-
nes de la forma:

a, X, +a,x, +a,x; +...+a, x, =b
Ay X, + Ay X, + Ay X, +...+ 0, X, =b,

Ay, X, + Ay, X, +a,x, +...+ay,x, =b,

a,x, +a,x, +a,x;+..+a, x =b
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O bien, en su forma matricial:

all a12 al3 o aln xl bl
azl a22 a23 o aZn x2 2
6131 a32 a33 a3n x3 = o
anl anZ an3 o ann x4 b”l

Que, a su vez, se puede expresar como: Ax = b, donde A es la matriz de
coeficientes, x es el vector de incognitas y b el vector de términos indepen-
dientes. La solucion del sistema de ecuaciones es un conjunto de n valores
X, X, Xg..., X_que satisfacen simultdneamente todas las ecuaciones.

En la solucion de estos problemas pueden presentarse tres casos:

1. Solucién unica - Sistema compatible determinado

2. Méas de una solucion - Sistema compatible e indeterminado
(ndmero infinito de soluciones)

3. Sin solucién - Sistema incompatible

3.2 Método de Jécobi

3.2.1 Breve descripcién del método

El método de Jacobi es un método iterativo con el cual se resuelve el siste-
ma lineal:

Ax = b. Comienza con una aproximacion inicial X9 a la soluciéon x y genera
una sucesion de vectores x4 que convergen a la solucion x.

llustrando el método de Jacobi con un sistema de ecuaciones de 3x3, si
el vector:
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es el vector aproximacion a la solucidon x después de k iteraciones, enton-
ces se tiene que para la siguiente aproximacién:

Xl 1
K+l K+l k k
X=X 4 (bz =y X T ayXy )
k! 22
’ 1 k k
(b3 —ayX —anX, )

1 k
_(bl —a,Xx, —a
a,

k
13x3 )

a33

Para un sistema de n ecuaciones con n incognitas se tiene la siguiente
férmula (usando una notacion més compacta):

1
x* = ——(-b, +Ea..xk_)
i a i LT
i Jj=1
J=i
Paral<i<n
3.2.2 Guia de uso del método de Jacobi
Las entradas que se requieren son:
e El ndmero de variables del sistema: n.
e | amatriz A.
e FElvectorb.
e El vectorinicial x.

e Unatolerancia & para determinar la condicién de paro.

Las salidas que se requieren son:

Para los resultados parciales:

e Nudmero de iteracién.

e Elvalor del vector x en cada iteracion

El resultado final es el vector solucidon x encontrado.

En el caso en el que no haya convergencia, el sistema debe de hacer un
maximo de 50 iteraciones e indicar que no hubo convergencia.
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El criterio de paro elegido para el método de Jacobi es que la raiz cuadra-
da de la sumatoria de los cuadrados de las diferencias entre los elementos
del vector de la nueva iteracion x<'y los de la iteracién anterior x* sea infe-
rior a la tolerancia € :

3.2.3 Ejemplo de operacién del método de Jacobi

1. La primera pantalla de ejecucién del método pregunta por el numero de
)

variables del sistema.
El botdn “nuevo” sirve para borrar el nimero de variables: n.
El botén “Capturar datos” sirve para que aparezca la segunda pantalla.
Si el nUmero de ecuaciones y variables es cuatro, entonces:

2. Lasegunda pantalla que se genera al dar click en “Capturar datos” des-
pliega los campos de captura de una matriz “A” de n x n, el vector “B”
de tamano n, y el vector “X"” con el valor inicial, también de tamano n.
Es decir, el tamano de “"A”, “b" y “x" depende del nimero de variables
proporcionado en la primera pantalla. Se obtiene una buena visibilidad
con sistemas hasta de 8x8.

3. La tolerancia que se requiere para detener los célculos esta dada por la
siguiente férmula:

k+l &
+_x,¢:|

Tolerancia = J(xfﬂ - xf’)+(x§'+1 - x;']l+(x;"+1 - x;"]l+...+ (x,

donde k es el numero de la iteracidon y n es el nimero de variables del
sistema.

4. Observar el ejemplo de ejecucion del método de Gauss-Seidel.
3.3 METODO DE GAUSS-SEIDEL

3.3.1 Breve descripcion del método

El método de Gauss-Seidel es también un método iterativo con el cual se
resuelve el sistema lineal: Ax = b. Comienza con una aproximacién inicial
x@ a la solucidn x y genera una sucesién de vectores x® que convergen a la
solucién x.
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llustrando el método de Gauss-Seidel con un sistema de ecuaciones de
3x3, si el vector x¥ es el vector aproximacion a la solucion x después de k
iteraciones y es el mismo que el sefialado en 3.2.1, entonces se tiene que
para la siguiente aproximacion:

1 k k
P (bl —a,X, —agy )
xk+1 11
1 |
k+1 k+1 ke+1 k
X=X - a_(bz —dyX - a23x3)
k+l1 22
x3 1
k+l k+l1
(bs —ayX, —dgX, )
Ay

Para un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas se tiene la siguiente
férmula (usando una notacién méas compacta):

gJ

i-1 n
1 1 1
X =~ (-b + Ea,.xlf+ + E a.x*)
i i i
a; J=1

=i+l

Para 1<i<n

Las entradas, las salidas y la condicién de paro para el método de
Gauss-Seidel son exactamente las mismas que las senaladas para el método
de Jacobi.

3.3.2 Guia de uso del método de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel se opera exactamente de la misma manera que
el de Jacobi. A continuacidn, presentamos un ejemplo.

3.3.3 Ejemplo de operacién del método de Gauss-Seidel

Como ejemplo, introduciremos al sistema el siguiente sistema de ecuacio-
nes lineales:
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con el vector solucién inicial x(0) = [0, O, O]" y una tolerancia de 0.00001.
En la figura 3.1 se puede observar que SIMetNum da la solucién aproxi-
mada (2.00000, 3.00000, 4.00000) en aproximadamente ocho iteraciones. Si
reemplazamos el vector solucién inicial por x(0) = [-255, 170, 800]", entonces
podremos observar que solo se necesita 11 iteraciones para obtener la so-
lucion con la misma tolerancia. Con lo anterior podemos apreciar que, en
algunos casos, el método de Gauss-Seidel converge rapidamente, incluso si
el vector solucién inicial estd muy lejos de la solucién exacta.

Figura 3.1. Resultados del método de Gauss Seidel con SIMetNum
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3.4 PRACTICA CON SIMETNUM

3.4.1 Objetivo conceptual

El alumno podréd comparar el método de Jacobi con el de Gauss-Seidel,
podra observar la existencia y la no existencia de la convergencia en los mé-
todos. Realizarad experimentos con diferentes valores en el vector solucién
inicial para constatar que tan sensible es el método al cambio de la condi-
cion inicial. Finalmente visualizard como aumenta el nimero de iteraciones
conforme la tolerancia requerida disminuye.
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3.4.2 Contenido de la practica

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #2: Solucidn de sistemas de ecuaciones lineales

1.

37

Aplicar el método de Jécobi y de Gauss-Seidel con una tolerancia de

0.0001 para aproximar un vector solucién a los siguientes sistemas

AX = b con la misma matriz asociada A pero distinto vector b de

términos independientes:

4 -1 0 0 " b
A_| -1 4 -1 0 x| b| 2
0 -1 4 -1 x| by
0 0 -1 4 %, b,

Considerar en todos los incisos i(o) =(0,0,0,0 y tol=0.0001

Anotar el numero de iteraciones y el vector solucién encontrado.

ab -1 111)

Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

—

b)b =(7,1,4,-5)

Método  Vector Solucion Num. de iteraciones
Jacobi X =

Gauss Seidel X =

O b =(4,03, -0

Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X =

Gauss Seidel X =
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1.1.iLa aproximacion obtenida con Jacobi es exactamente igual a la aproxi-

macién obtenida con Gauss-Seidel?

1.2.;Con cuél método se realizaron menos iteraciones?

2.

Encontrar la aproximacién a la solucion del siguiente sistema usando di-
ferentes valores para el vector inicial:

10 -3 1 SO Y

A=| 2 10 3| X=| x, | b=| 1

32 10 . 2
3

Considerar en todos los incisos una tolerancia de 0.00001

a) xO=x+(1,-1,0=x+ Ax = (0.55397, -0.7271, 0.27921)!

Método Vector Solucion Num. de iteraciones

Jacobi X =

Gauss Seidel X =

b) x©@=x+(10,-10,0) = x* + 10 Ax = (5.5397, -7.271, 0.27921)
Método Vector Solucién Num. de iteraciones

Jacobi X =

Gauss Seidel X =

c) x©=xs+ (1000, -1000, 0) = x* + 1000 Ax = (553.97, -727.1, 0.27921)

Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

2.1.El vector solucidn al sistema lineal de ecuaciones dado es x® = (-0.446,

0.2729, 0.2792), con el vector inicial cerca de la solucidon x©@ = x° + Ax tu-
vimos que, con una tolerancia fija dada, el método de Jacobi llegd a un
resultado en 13 iteraciones, y el de Gauss-Seidel llegd a un resultado en
ocho iteraciones. Cuando el vector inicial fue x® = x* + 1000 Ax (1000 ve-
ces mas lejos de la solucién que el vector inicial anterior) ; Cémo cambid
el nimero de iteraciones de cada método?
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a) Elndmero de iteraciones fue 1000 * (13)y 1000 * (8), respectivamente.
b) El nimero de iteraciones fue << 1000 * (13) y << 1000 * (8), res-
pectivamente.
c) Elndmero de iteraciones fue 1000 * (13) para Jacobi y <<1000 * (8)
para Gauss-Seidel.
d) El nimero de iteraciones es <<1000* (13) para Jacobiy 1000 * (8)
para Gauss-Seidel.

3. Aplicando los dos métodos y usando diferentes valores para la tole-
rancia, encontrar la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones

lineales, donde:

con X© —0 0,0y

a) tol =0.001
Método Vector Solucién
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

b) tol =0.00001
Método Vector Solucién
Jacobi

Gauss Seidel

c) tol=0.0000001

Método
Jacobi
Gauss Seidel

Vector Solucién

i:
X:

Sol Exacta X = (2/3, 1/2, =1/3):

Num. de iteraciones

Num. de iteraciones

Num. de iteraciones

3.1.;Con cuél de los dos métodos aumentaron mas las iteraciones al dismi-

nuir la tolerancia?

3.2.;Cuél de los dos métodos es més rapido?
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4. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encontrar
la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Ninguno de los métodos funciona, ya que al menos uno de los elementos
de la diagonal es cero. Reordenando la matriz Ay el vector b.

21 0 5 0

A-|1 2 0o | b=l 2] X9 o0

0 0 -1 1 0

Método \Lector Solucion Num. de iteraciones
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

5. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encon-
trar la aproximacion a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Ninguno de los métodos funciona, ya que al menos uno de los elementos
de la diagonal es cero. Reordenando la matriz Ay el vector b.

Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

6. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encon-
trar la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X =
Gauss Seidel X =

3.5 CUESTIONARIO

Suponiendo que los métodos de Jacobiy de Gauss-Seidel convergen hacia
la solucién de un problema:
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1. ;La aproximacién al vector solucién que se obtiene con el método de

Jacobi es exactamente igual a la que se obtiene con el método de
Gauss-Seidel?

2. ;Cdémo varia el nimero de iteraciones en el método de Jacobiy en el de
Gauss-Seidel cuando se disminuye la tolerancia empleada?

a) Aumenta
b) Disminuye el nimero de iteraciones
c) Permanece constante

3. ;Cuédl de los dos métodos es méas rapido?

4. Suponiendo que el vector solucién a un sistema lineal de ecuaciones
dado es x* y damos un vector inicial cerca de la solucién x©@ = x* + Ax
tenemos que, con una tolerancia fija dada, el método de Jacobi llega a
un resultado en n, iteraciones y el de Gauss-Seidel llega a un resultado
en n, iteraciones. Si ahora el vector inicial es x© = x* + 1000 Ax el cual
estd 1000 Ax mas lejos de la solucién que el vector inicial anterior, jcémo
esperas que cambie el niUmero de iteraciones de cada método?

a) Elnimero de iteraciones es 1000 n,y 1000 n,, respectivamente

b) Elndmero de iteraciones es << 1000 n,y << 1000 n,, respectivamente

c) El ndmero de iteraciones es 1000 n, para Jacobiy <<1000 n, para
Gauss-Seidel

d) El ndmero de iteraciones es <<1000 n, para Jacobiy 1000 n, para
Gauss-Seidel

5. Las siguientes representan la forma general del método de Jacobi y del
método de Gauss-Seidel, donde puede observarse facilmente que si al-
guno de los coeficientes a. que se encuentran en la diagonal de la matriz
A asociada al sistema es cero, ninguno de los métodos funcionaré:

n

i-1
k+1 1 k k+l 1 k+l k
X; =——(—b,-+Ea,-jxj) Xt =——(—b.+2a._x.+ +E ax’)
a. : i a i U U
ii J=1 i Jj=1 J=i+l
J=i

Jacobi Gauss-Seidel
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En tal caso, jqué se puede hacer para evitar, en lo posible, que alguno de
los coeficientes de la diagonal sea cero y, con ello, aumentar la probabilidad
de obtener convergencia en los resultados?

6. iAlguno de los dos métodos asegura la convergencia de cualquier siste-
ma lineal de ecuaciones?
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Capitulo 4. Métodos de interpolacion

4.1 ;QUE ES LA INTERPOLACION?

En algunas ocasiones, no se tiene una funcién continua, sino valores de la
funcion y(x) especificos para una x dada. A estas funciones se les conoce
como funciones tabulares y son de la siguiente forma:

X y(x)
XO y 0
X1 y 1
X2 y 2
Xn yn

La interpolacién requiere el célculo de los valores de una funcion y(x)
para argumentos entre X,,X,,X,,...,X, en los cuales se conocen los valores
Vo> VisVaseers Y, , €N Otras palabras, interpolar es recuperar los valores de una
funcion en puntos intermedios dada una tabla de valores de esta funcién.

4.2 METODO DE NEWTON

4.2.1 Breve descripcién del método

Para poder realizar una interpolacién de Newton es necesario que los valo-
res de las x dadas en la funcidn tabular tengan un espaciamiento constante,
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es decir, la diferencia entre una x; y una x,,, debe ser siempre la misma, al
espaciamiento se le denota con la letra h.

El primer paso para la interpolaciéon de Newton es obtener la tabla de dife-
rencias. A continuacién se muestra un ejemplo del formato estdndar de una

tabla de diferencias finitas de una funcién tabular con cinco datos:

x| Ay Ny Ny Ay,
X Yo
Ayo A2
X Y Yo 3
A-yl A2 A yO A4
X, v, A Y 3 Yo
y2 A2 A yl
X, Vs Ay, Y
Xy Y4

De esta tabla se puede observar que las k-ésimas diferencias de una
funcion tabular estén dadas por:

Akyi — Ak—ly Ak_1y4

i+l i

Por otra parte, una vez teniendo una x,,.,, en la tabla'y una X, .ou
podemos obtener la Y., ,0a4. Utilizando el polinomio de Newton que es el

siguiente:

k
1

k
2

k (A3yo)+...+ k (Alyo)

() l

CEO

yinterpolada = yO +

En este polinomio y, se refiere a y(x,,.,) . mientras que k estd dada por
la siguiente formula:

k _ xAinterpolar - xinicial

k - h

son las combinaciones de k elementos combinados de len [. Como
en este caso, k es cominmente un nimero fraccionario, entonces se usa la
férmula:
k| k(k=1)(k=-2)...(k=1+1)
/ /!
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Normalmente usando un polinomio de Newton de tercer grado, es decir,
hasta las terceras diferencias, se obtiene una interpolacién bastante acepta-
ble, sin embargo, SIMetNum puede trabajar con un polinomio de Newton
de grado 5.

4.2.2 Guia de uso del método de Newton
Para ejecutar este método aparecen varias pantallas.

1. En la primera pantalla se pregunta por:
e ¢l ndmero de datos de la funcién tabular, (hasta ocho datos),
e ¢l valor de la primera x de la tabla,
® el espaciamiento, el cual debe ser constante en toda la tabla.
El botdn “nuevo” es para borrar todos los campos de los datos.
El botén “Capturar datos” es para que aparezca la segunda pantalla.

2. Enlasegunda pantalla se despliega la tabla con los valores de x precal-
culados (estos datos no se pueden alterar). Es necesario introducir los
valores de f(x) en la tabla.

3. Elvalor de x a interpolar, es decir, obtener su interpolada f(x), debe de
estar dentro del rango de la tabla, de lo contrario el sistema se detiene
hasta que se introduzca una x a interpolar correcta.

4. La xinicial debe ser un valor con el cual se iniciaré la aproximacién de la
funcion.

5. Para terminar se debe presionar “Interpolar”. El programa termina mos-
trando la tabla de diferencias y el resultado en la parte inferior.

4.2.3 Ejemplo de operacién del método de Newton

1. Enla primera pantalla se pregunta por:

e el nimero de datos de la funcién tabular (hasta ocho datos).

En este ejemplo consideraremos cinco datos en la tabla.

e Elvalorde la primera x de la tabla.

e Aqui proporcionamos el primer nimero x dentro de la tabla, en este
ejemplo 0.5

e Elespaciamiento (debe ser constante en toda la tabla). En este ejem-
plo es 0.5.

El botén “nuevo” es para borrar todos los campos de los datos.

El botén “Capturar datos” es para que aparezca la segunda pantalla.
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En la segunda pantalla se despliega la tabla con los valores de x precal-
culados (estos datos no se pueden alterar). Es necesario introducir los
valores de f(x) en la tabla.

En este ejemplo, introducimos:

X 0.5 1 1.5 2 25

f(x) -0.638961 0 0.394446 | 0.638961 0.793349
El valor de x a interpolar, es decir, obtener su interpolada f(x), debe de
estar dentro del rango de la tabla, de lo contrario el sistema se detiene
hasta que se introduzca una x a interpolar correcta. En este caso la x a
interpolar comienza con 0.5.

La x inicial debe de ser un valor con el cual se iniciaré la aproximacién de
una funcién.

En este caso el valor a aproximar es f (0.75) y daremos como x inicial 0.5.
Para terminar, se debe presionar “Interpolar”. En la figura 4.1 se observa
la pantalla de SIMetNum con los resultados. El programa termina mos-
trando la tabla de diferencias y el resultado en la parte inferior.

Figura 4.1. Resultados de la interpolacién de Newton con SIMetNum

MNumber of data in the table: 5

Humeric Methods
Hewton

QNOMY
V.‘\S‘ Ye P

&
(=)
Spacement: 0.5 6-...? g
New Gol o —
L
= =
E S

Interpalating. ..

40

0.500000 -0.638961 0.638961 -0.244515
1.000000 0394446 -0.149931
1.500000 0.394445 0244515

2.000000 0.638961

2.500000 0.793249

X 0.5 1.0 1.5 |20 |25
F(x) -0.638 0 0.3944|0.638¢ | P. 7932
Value of X to interpolate:

0.75

Initial X:
0.5

Results:
F{0.75) is: -0,288916125

inimsoe

4.3 METODO DE LAGRANGE

4.3.1 Breve descripcion del método

Para poder realizar una interpolaciéon de Newton es necesario que los va-
lores de las x dadas en la funcidn tabular tengan un espaciamiento cons-
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tante, mientras que una interpolacién de Lagrange se puede llevar a cabo
sin importar si el espaciamiento es constante o variable. La interpolacién
de polinomios de Lagrange es una reformulacion del polinomio de Newton
que evita el calculo de la tabla de diferencias, el polinomio de Lagrange se
expresa como:

£0= DL ()

donde:

Lo-=]]

j=0 %

J=i

X—X.
J
-X

IT es el simbolo de "multiplicatoria” y significa el producto de. Por ejem-
plo, el polinomio de Lagrange de primer grado es:

X X=X

0 ()0 f(x,)
—Xl X XO

Ji(x) =

X 1

0

Mientras que el polinomio de Lagrange de segundo grado es:

ol eonleon) o fonleon)

%o _xl)(xo - 2)f(XO)+ ('xl _xo)(xl _xz)f(XI)-i- (xz _xo)(xz -X

en este caso, f,(X) €s1a Vierporda Y 12 X €5 18 X 44000 - Mientras mas
datos se tengan en la tabla, se podré usar un polinomio de mayor grado, lo
que dard mejores resultados.

4.3.2 Guia de uso del método de Lagrange

El modo de operacion del método de Lagrange es practicamente el mismo
que el del método de Newton, con la diferencia de que, como el espacia-
miento no es constante, se deben ingresar tanto las x como las f(x) de la
funcién tabular.

4.3.3 Ejemplo de operacién del método de Lagrange
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Para ejecutar este método aparecen dos pantallas.

1. Enla primera pantalla se pregunta por el nimero de datos de la funcién
tabular (hasta ocho maximo).
En este ejemplo ingresamos un 4 para generar la tabla:

Numero de datos de la tabla: 4

2. En la segunda pantalla se despliega la tabla del tamano indicado. Es
necesario introducir tanto los valores de x como los de f(x) en la tabla.

En este ejemplo ingresaremos los siguientes datos:

X S 3 7
Fix) 2 0 4 7

La x que se desea interpolar debe estar dentro del rango de la tabla, de
lo contrario el sistema se detiene hasta que se introduzca una x a interpolar
correcta. En este caso calcularemos f(-0.5).

4. Con el resultado como el de la figura 4.2 se puede apreciar que, mientras
mas datos tenga la tabla, el resultado es mejor, ya que se utiliza un poli-
nomio de Lagrange de mayor grado.

Figura 4.2. Resultados del método de Lagrange con SIMetNum

= T R W o oo oo o,
nge.class = | =

X -1 [i] 3 7

F(x) 2 0 4 7

Walor de X para interpolar:

05 Metodos Numericos
Borrar el valor ][ Borrar la tabla ]
Lagrange
ONOM4
Numero de datos de la tabla: Qv %)‘
NI 2

> -0
—_— [72) o
oc —
Hiumi L |
Interpolando... — . . ;
= (Casa abierta al tiempo =

- BN

Resultados:
Usando 3 arade de polinomio que pasa por 4 puntos, tenemos que: F{-0.5) = 0.69140625
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4.4 PRACTICA CON SIMETNUM

4.4.1 Objetivo conceptual

El alumno podra comparar el método de interpolacion de Newton con el de
Lagrange. En el de Newton podré apreciar la tabla de diferencias que se ge-
nera y comparar los resultados de la interpolacion probando con diferentes
valores de x,. En el método de Lagrange el alumno podré constatar que el
grado del polinomio de interpolacion que se genera depende del nimero
de datos de la tabla.

4.4.2 Contenido de la practica

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)
Practica #3: Interpolacién de Newton y Lagrange
1. Sea f(x) = sen (In x).

1.1.La funcién tabular que se genera a partir de esta f(x) para cinco datos
partiendo de x= 0.5 con un espaciamiento de 0.5 es la siguiente:

X 0.5 1 1.5 2 2.5
f(x) -0.638961 0 0.394 446 0.638961 0.793349

SIMetNum ejecuta el método de interpolaciéon de Newton con diferencias
divididas de tercer orden (estamos trabajando para que se pueda aumentar
este orden). Para generar el polinomio de aproximacién de Newton dentro
de SIMetNum, se requiere introducir como datos: el nimero n de puntos
a considerar, el valor del primer punto x conocido y el espaciamiento h, a
partir de los cuales se generan los n+1 puntos x. igualmente espaciados,
ademas deben proporcionarse los valores de la funcién en estos puntos, el
valor de x donde se desea aproximar f(x) y el valor de x___ a considerar. Este
Ultimo valor debe coincidir con alguno de los x de la tabla de datos conoci-
dos e indica a partir de qué punto se generara el polinomio de Newton, es
deCir Xo = anicial :

Usando interpolaciéon de Newton, encontrar los valores de f(x), dar una

x...=0.5y llenar la siguiente tabla:

inicial
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X fexact(x) fNewt(X) | fexact(x) - fNewt(X) |
(Sol. Exacta) (Sol. Newton)
0.75 -0.28373
1.25 0.221296

1.2.Con la funcién tabular dada en 1.1, encontrar el polinomio interpolante

de Lagrange de grado 3y llenar la siguiente tabla:

X Gra_do d'el fexacr(X) FLagrange(X) | fexact(x) - fLagrange(X) |
polinomio (Sol. Exacta) (Sol. Lagrange)
interpolante
0.75 3 -0.28373
1.25 3 0.221296

1.3.:Qué resultados se aproximan mas a la solucién exacta? ;Por qué?

2. A continuacién tenemos una funcién tabular que corresponde a f(x) = e~

con puntos que tienen un espaciamiento < 1:

-1 -0.5

0.5 1

1.25

f(x)

0.367879

0.60653 1

1.648721

2.718281

3.490342

2.1. Encontrar el polinomio interpolante de Lagrange de grados 3,4y 5y
llenar la siguiente tabla (aprovechar la tabla introducida en SIMetNum para

calcular el resultado de f(-0.75) y de f(0.25) en una sola ocasién):

X Grado del f ) Flogrange™) | fooe®) =
polinomio (Sol. Exacta) | (Sol. Lagrange) LagrangelX) |
interpolante

-0.75 3 0.472366
-0.75 4 0.472366
-0.75 0.472366
0.25 3 1.284025
0.25 4 1.284025
0.25 1.284025
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2.1.1. jSe cumple que la interpolacién de Lagrange mejora conforme au-

menta el grado del polinomio interpolante de Lagrange?
2.2.Dandouna x, = 0 para la funcién tabular dada al inicio del inciso 2 (con
4 puntos a partir de x=0), encontrar los valores de f(x) con el método de
interpolacién de Newton y llenar la siguiente tabla:

X fexact(x) fNewt(X) | fexact(x) - fNewt(X) |
(Sol. Exacta) (Sol. Newton)
0.25 1.284025
0.75 2.117000

2.3.;Por qué no se pueden obtener los resultados de la tabla en 2.2?

3. En el punto anterior se obtuvieron resultados de interpolacién utilizando
una funcion tabular que corresponde a f(x) = e* con puntos que tienen
un espaciamiento < 1, probemos ahora lo que sucede cuando aumenta
este espaciamiento. Utilicemos la siguiente funcién tabular (aprovechar
la tabla introducida en SIMetNum para calcular el resultado de f(-0.75) y
de f{0.25) en una sola ocasidn):

X -1 0 1 2 3 4 5 6 7
f(x) | 0.367879 | 1 [2.718281]7.389056 | 20.085536 | 54.59815 |148.4131]403.4287 [1096.6331

Completar la siguiente tabla:

X Gra.do d?I f X FLagrange(x) [ f X)) - fLagrange(x) |
polinomio (Sol. Exacta) | (Sol. Lagrange)
interpolante
-0.75 3 0.472366
-0.75 6 0.472366
-0.75 8 0.472366
0.25 3 1.284025
0.25 6 1.284025
0.25 8 1.284025
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3.1.;Se cumple que la interpolacién de Lagrange mejora conforme aumenta
el grado del polinomio interpolante de Lagrange?

3.2.;Los puntos de la tabla estan cerca de los puntos a interpolar?

4. Cuando se tiene una funcidn tabular a partir de datos experimentales,
es de esperar que algunos de los datos contengan ligeros errores. En
estos casos, un polinomio interpolador de grado alto suele presentar os-
cilaciones, ya que tiende a modelar el comportamiento de los datos con
todo y errores. En la siguiente gréfica, la linea punteada es f(x) = In(x-2)
+1y lalinea continua corresponde a un polinomio de Lagrange de grado
5, este pasa por cada uno de los puntos, los cuales estan ligeramente
desviados de la curva f(x) = In(x-2) +1, lo que ocasiona que el polinomio
se aleje de la funcién a modelar.

Gréfica de f(x) = In(x-2) +1 y polinomio de Lagrange grado 5

16
1.4 —=9
1.2 T

1
0.8 /
06 /
0.4 >

0.2

0 T T T T T 1
24 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6

Observemos este fendmeno con SIMetNum.
4.1.Sea la funcién f(x) = In(x-2) +1. Los puntos f(x) se obtuvieron calculando
In(x-2) +1, por lo que son exactos.

X 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3 3.5
f(x) | 0.306852 | 0.643325 | 0.894639 | 1.095310 | 1.262364 | 1.405465
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Completar la siguiente tabla:

X f (X fLagr(x) | ) - fLagr(x) |
(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)
2.6 0.489174
2.8 0.776856
3 1

En este caso, jlos resultados de la interpolacién son similares a los de la
solucién exacta?

4.2. Ahora supongamos que los datos son experimentales y tienen ligeros
errores:

X 2.5 2.7 29 3.1 3.3 3.5
f(x) 0.306852 0.620325 | 0.924639 | 1.065310 | 1.292364 | 1.405465

Completar la siguiente tabla:

X fexact(x) fLagr(X) | fexact(x) - fLagr(X) |
(Sol. Exacta) Lagrange grado 5
Datos con error
2.6 0.489174
2.8 0.776856
3 1

4.3.;Cémo son los resultados de la interpolacion de Lagrange cuando se
usaron datos con ligeros errores con respecto a los resultados que se
obtienen con datos exactos?

5. De la teoria sabemos que la interpolaciéon de Lagrange funciona bien
con funciones polinomiales, también funciona correctamente para mu-
chas otras funciones no polinomiales, por ejemplo, la funcién en 2y 3.
Sin embargo, hay que tener cuidado con las funciones que tienen com-
portamiento asintotico.

5.1.Sea la funcién f(x) = (1+x?)"con los siguientes puntos:
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X -3 -2 -1 0 1 2
f(x) 0.1 0.2 0.5 1 0.5 0.2
Completar la siguiente tabla:
X fexact(x) fLagr(X) | fexact(x) - fLagr(X) |
(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)
-2.75 0.1167
-1.5 0.307692
1.8 0.235849

i Los resultados de la interpolacion son similares a los de la solucién exacta?

La grafica de f(x) = (1+x9)" es la siguiente:

04

fx) = (1+x?)", la paradbola corresponde Aqui se muestran f(x) = (1+x?)
a un polinomio de Lagrange de grado 2y el polinomio de Lagrange de grado 8

De las gréficas anteriores, se observa que cuando aumenta el grado del
polinomio interpolante de Lagrange, la interpolacion no mejora en los extre-
mos, sin embargo, si mejora el modelado de la parte central de f(x), donde
no se presenta el comportamiento asintético.

5.2.Sea la funcidn f(x) = (1+x%)" pero ahora con los siguientes puntos.

X -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
f(x) 0.307692 0.5 0.8 1 0.8 0.5
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Completar la siguiente tabla:

X f (X fLagr(x) | f ) - fLagr(x) |
(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)
-1.3 0.609756
-0.25 0.941176
0.75 0.640000

Con los puntos de esta tabla, jlos resultados de la interpolacion mejoran?

i Por qué crees que esto sucede?

4.5 CUESTIONARIO

1. iComo debe ser el espaciamiento de la funcién tabular para poder com-
parar los resultados de la interpolacién de Newton y los de la interpola-
cion de Lagrange?

2. Sitenemos una funcién tabular con espaciamientos constantes y obte-
nemos resultados de interpolacién con el método de Newton (con dife-
rencias divididas de tercer orden) y también obtenemos resultados con
Lagrange usando un polinomio de grado 3, ;qué interpolacién es mas
exacta: la de Newton o la de Lagrange?

3. ;Por qué falla el polinomio interpolador de Lagrange cuando se parte de
una funcion tabular obtenida con datos experimentales (estos contienen
ligeros errores)?

4. En términos generales, si los puntos de la funcién tabular no contienen
error y el espaciamiento no es muy grande (en general h < 1), jqué suce-
de con los resultados de la interpolacion de Lagrange cuando aumenta
el grado del polinomio interpolante?

5. ;Los polinomios de Lagrange pueden interpolar correctamente una fun-
cién con asintotas?
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Capitulo 5. Métodos de integracion
numerica

5.1 LA INTEGRACION NUMERICA

El problema de integrar funciones que estan definidas en forma tabular o
gréfica se puede resolver utilizando métodos gréficos, sin embargo, los mé-
todos numéricos son mucho mas precisos. La integraciéon numérica consiste
en encontrar una buena aproximacién al area bajo la curva de una funcién
tabular f(x) que ha sido determinada a partir de datos experimentales o de
una expresiéon matematica.

Las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes son los procedimientos mas
comunes de integracién numérica, que se basan en la estrategia de reem-
plazar una funcién complicada o datos tabulados con una funcién aproxima-
da que sea facil de integrar, estas se dividen en dos reglas:

e laregla de integracién Trapezoidal.
* Laregla de Simpson.

Estas reglas estan disenadas para casos en que los datos a integrarse se
encuentran espaciados de manera uniforme.

5.2 METODO TRAPEZOIDAL

5.2.1 Breve descripcion del método

SIMetNum ejecuta el método de integracion trapezoidal usando la regla de
la “integracién cerrada”, es decir, cuando los valores de la funcion en los
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extremos de los limites de integracion son conocidos. Con el método de
integracion trapezoidal se obtiene una aproximacion del area bajo la curva
de una funcién dividiéndola en n fajas de ancho Ax y aproximando el area de
cada faja mediante un trapecio. Dada una funcidn tabular con espaciamien-
tos constantes, la férmula de integracion Trapezoidal es la siguiente:

X, h n-1
[ £, = E(yo +y +22yi)+er
Xy i=1

SIMetNum proporciona una aproximacion, es decir, no se toma en cuenta
el error e :

X, h n-1
J 1 God =2y 4 3,423 0)
Xo i=1

5.2.2 Guia de uso del método de trapezoidal
Para ejecutar estos métodos aparecen dos pantallas.

1. Enla primera pantalla se pregunta por:

® el nimero de datos de la funcidén tabular (hasta ocho datos),

e el primer valor de la tabla,

e el espaciamiento (debe de ser constante en toda la tabla),

* el botén “Limpia”, para borrar todos los campos de los datos,

e elbotdn “Go!”, para que aparezca la segunda pantalla.

2. Enla segunda pantalla se despliega la tabla con los valores de “x" pre-
calculados (estos datos no se pueden alterar).

3. Para obtener el resultado de la integral, basta con oprimir el botén “In-
tegrar”.

5.2.3 Ejemplo de operacién del método Trapezoidal

1. Realicemos un ejemplo en el que se introducird una funciéon tabular con
cinco datos.
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El primer valor de la tabla sera 0.

[ ]
El espaciamiento de 0.25.

Como se muestra a continuacion:

Nimero de datos de |a tabla: 5

Primera %' en |a tabla: 0
0.25

Limpia Go!

2. En la segunda pantalla se despliega la tabla con los valores de “x" pre-

calculados (estos datos no se pueden alterar).

Espaciamiento:

e |os datos de F(X) se muestran a continuacion:

¥ |o.o 025 |05 075 (L0

F() 0.5162|0.8105|0.6931|0.55%¢ | 0.405¢

I Erase ” Integrate I

3. Para obtener el resultado de la integral, basta con oprimir el botén

“Integrar”.

La figura 5.1 muestra la pantalla de SIMetNum con el resultado de la

integracion.

Figura 5.1. Resultados del método trapezoidal con SIMetNum

¥ 00 |o.25 0.5 [0.75 (L0
etodos Numericos

Flx)y.9162 18109 1.6931 ).5556 |1.4055
m Trapezoidal - 0
\SKUN M4 y,
W (9 2

ero de datos de la
S :
Primera ¥ en |a tabla: 0 Q
—
Espaciamiento: 0.25 UJ
o=
Limpia Gal g
Integrando.. = Casa abierta al tiempo
Resultados:
Usando integracion trapezoidal en la tabla con 5 datos, la integral es 0.6811125 unidades cuadradas.
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5.3 METODO DE SIMPSON 1/3

Ademas de aplicar la regla trapezoidal con segmentacién mas fina, otra for-
ma de obtener una estimacién més exacta de una integral es con el uso de
polinomios de orden superior para conectar los puntos (en lugar de utilizar
lineas para conectarlos). Las reglas de Simpson son las férmulas que resultan
al tomar las integrales bajo los polinomios que conectan a los puntos.

5.3.1 Breve descripcion del método

El método de Integracion Simpson 1/3 para la "“integracion cerrada”, es
decir, para cuando los valores de la funcién en los extremos de los limites de
integracion son conocidos, consiste en tomar el &rea bajo una pardbola que
conecta 3 puntos. Dada una funcién tabular con espaciamientos constantes,
la formula de integracion de Simpson 1/3 es la siguiente:

ordenadas N 22 ordenadas )ie

ff(xk)dxk =g(yo +y, +4E

indice —impar indice — par
SIMetNum proporciona una aproximacién, es decir, no toma en cuenta el
error e :

ordenadas N 22 ordenadas )

indice —impar indice — par

ff(xk)dxk zg(y0+yn +42

La férmula de integracion de Simpson 1/3 solo es aplicable cuando el
nimero de datos de la tabla sea impar.

5.3.2 Guia de uso del método de Simpson 1/3

El modo de operacion del método de Simpson 1/3 es exactamente el mismo
que el del método de integracién trapezoidal.

5.3.3 Ejemplo de operacion del método de Simpson 1/3

1. Realicemos un ejemplo en el que se introducird una funcién tabular con
siete datos.
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El primer valor de la tabla seré -1.
e El espaciamiento de 1.

Como se muestra a continuacion:

Mamero de datos de |a tabla:

Primer X" en |a tabla: -1

Espaciamienta: 1

En la segunda pantalla se despliega la tabla con los valores de “x” pre-
calculados (estos datos no se pueden alterar).

Los datos de F(X) se muestran a continuacion:

X -0 o0 |10 |20 (30 (40

5.0
Fx)|g 10 10

20 36 58 64

I Limpiar “ Integrar I

3. Para obtener el resultado de la integral basta con oprimir el botdn
“Integrar”.

La figura 5.2 muestra la pantalla de SIMetNum con el resultado de la in-
tegracion.

Figura 5.2. Resultados del método Simpson 1/3 con SIMetNum

X o0 00 (10 |20 (30

40 |50
Flx)g 0 10

Integrar

impson 1/3

F—

Limpiar

Mimero de datos de la tabla: | 7 [

QNOM,
Primer "X en la tabla: 1 v\g‘ / 4&(‘)

o ) m

Casa abierta al tiempo

7

Limpia Go!

Integranda...

Resultados:

E

WWVERSy, )
D

Py nod®

Usando Simpson 1/3 en la tabla con 7 datos, la integral es 172.0 unidades cuadradas.
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5.4 METODO DE SIMPSON 3/8

5.4.1 Breve descripcion del método

El método de Integracion Simpson 3/8 para la "integracion cerrada” con-
siste en tomar el drea bajo una ecuacién cibica que conecta 4 puntos. Dada
una funcién tabular con espaciamientos constantes, la formula de integra-
cion de Simpson 3/8 es la siguiente:

ff(xk)dxk _ %(J’o +y, +2E ordenadas N 32 resto )+ e

multiplosde3 ordenadas

La formula de integracion de Simpson 3/8 solo es aplicable cuando el
“numero total de datos de la tabla menos 1” sea mdltiplo de 3.

SIMetNum proporciona una aproximacion, es decir, no toma en cuenta el
error e :

¥ 3h ordenadas resto
ff(xk)dxkzg(yo+yn+22 +3)

multiplosde3 ordenadas

5.4.2 Guia de uso del método de Simpson 3/8

El modo de operacion del método de Simpson 1/3 es exactamente el mismo
que el del método de integracién trapezoidal.

5.4.3 Ejemplo de operacion del método de Simpson 1/3

1. Realicemos un ejemplo en el que se introducird una funciéon tabular con
7 datos

e El primer valor de la tabla seréa -4.
e El espaciamiento de 0.5.

Como se muestra a continuacion:

MNimero de datos de |a tabla: 7
First %' in the table: -4
Espaciamienta: 0.5

Limpia Go!
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2. En la segunda pantalla se despliega la tabla con los valores de “x”

precalculados (estos datos no se pueden alterar).

e | os datos de F(X) se muestran a continuacién:

X |40 |35 |=0 |25 |20 |-L5 [-LO
Fid 2.8 21 1.3 0.5 0.83 |1.e4 |2.07

[ Limpiar “ Integrar I

3. Para obtener el resultado de la integral basta con oprimir el botén “Inte-
grar”.
La figura 5.3 se muestra la pantalla de SIMetNum con el resultado de la
integracion

Figura 5.3. Resultados del método Simpson 3/8 con SIMetNum

X |40 |35 [-3.0 |25 |-20 |-1.5 [-1.0

F() 2.8 21 1.3 0.5 0.83 |Le4 |2.07 Me*ﬂdas Numzr‘icﬂs

Simpson 3/8 ,
Numero de datos de |a tabla: 7 yﬁ %
First X' in the table: -4 @ é
Espacdiamiento: 0.5 S %
Limpia Go! g:J g
W ] -
= . . >
e = Casa abierta al tiempo =
2 N
Resultades:
Usando Simpson 3/8 en la tabla con 7 datos, la integral es 4.4025 unidades cuadradas.

5.5. PRACTICA CON SIMETNUM

5.5.1 Objetivo conceptual

El alumno hard comparaciones ente el método de integracion trapezoidal,
el de Simpson 1/3y el de Simpson 3/8. También constatard que los métodos
Simpson 1/3'y Simpson 3/8 tienen restricciones respecto al nimero de datos
de la funcién tabular de entrada.
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5.5.2 Contenido de la préctica

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #4: Integracion Numeérica

1. La funciénf(x)= xIn(x) es integrable y tenemos que:

2 x2 1 2
f xIn(x) dx = —[ln(x)——] = 0.636294u>
1 2 2l
Hacer la integracién numérica de f(x)= xIn(x) con SIMetNum y completar
lo siguiente. Usar 7 puntos en la funcién tabular a integrar con una primera
x =1y un espaciamiento de 0.166666. Proporcionar directamente la funcién
analitica para que SIMetNum obtenga los puntos tabulares a emplear de
manera automatica. El valor de la integral exactaes: | = 0.636294 u”.

Método de integracién Integral aproximada: |

aprox exacta aprox

Trapezoidal

Simpson 1/3

Simpson 3/8

1.1.Probar el método de Integracién Trapezoidal empleando diferentes va-
lores para el ancho Ax de los n subintervalos a considerar. Completar lo

siguiente:
NuUmero de puntos | Espaciamiento Integral aproximada: Il acta sprond
aprox
5 0.250
% 0.125
14 0.07692
24 0.043478

1.2.;Aproximadamente cuantos puntos de la funcién tabular requiere el mé-
todo de integracion trapezoidal para que la exactitud del resultado de



METODOS DE INTEGRACION NUMERICA

65

la integral sea comparable con la de los resultados obtenidos con los

métodos de Simpson?

2. Suponiendo que se tiene la siguiente tabla:

X 00 |02 |04 |06 |08
f(x) 1.0 [0.98 |0.92|0.83 |0.7

:Cual es el resultado de ?, usando:
a) el método trapezoidal:

b) el método de Simpson 1/3:_
c) el método de Simpson 3/8:

3. Si sabemos que la funcién tabular del punto anterior corresponde a la
funcion cos(x), haz lo necesario para calcular la integral de 0 a2 0.8 con los

métodos de Simpson 1/3'y Simpson 3/8.

3.1.Usando Simpson 1/3:
Numero de puntos:_
Espaciamiento:
El valor de la integral de 0 a 0.8 es:

3.2.Usando Simpson 3/8:
Numero de puntos:_
Espaciamiento:

El valor de la integral de 0 a 0.8 es:
1

1
4.  Sitenemos f (2x+5)dx =x*+5x| =6
0 0

Es decir, |___
espaciamiento = 0.16666666.

.,=6 u?. Completar la siguiente tabla. Usar 7 puntos, x___ =0

inicial

Método de integracion | Resultado de la integral I

exacta aprox

Trapezoidal

Simpson 1/3

Simpson 3/8

1
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4.1.Notese que f(x)=2x+5es una funcién lineal. Si deseamos obtener un error
menor o igual a 10 con estos datos, jes suficiente el resultado obtenido
con el método trapezoidal?

¢ Qué sucede si utiliza sélo los valores correspondientes a los puntos Oy 1
para calcular la integral con el método trapezoidal?

. ! 1 3 !
5. Si tenemos f (x? = 3x + Ddx = 5x% = —x” +x| =-0.1666666
0 0
Es decir, |___.=-0.1666666 u*.
Completar la siguiente tabla. Usar 7 puntos, x__ = 0, espaciamiento =
0.16666666.
Método de integracion Resultado de laintegral | II_ -l
Trapezoidal
Simpson 1/3
Simpson 3/8

5.1.Nétese que f(x)=x>-3x+1 es una funcién polinomial de grado 2. Si desea-
mos obtener un error menor o igual a 10* con estos datos, jes suficiente
el resultado obtenido con el método trapezoidal?

5.2.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 1/37

. Qué sucede si utiliza solo los valores correspondientes a los puntos 0, %
y 1 para calcular la integral con el método de Simpson 1/37

6. Usando los resultados obtenidos en el punto 3 (no hay que repetir los
célculos), completar la siguiente tabla. Notese que f(x)=cos(x) no es de
tipo polinomial y que 0.8

0.8
f cos(x) dx = sen(x)| =0.71735609
0 0

Es decir, | =0.71735609.

exacta
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Método de integracion Resultado de la integral \

exacta "aprox

Trapezoidal

Simpson 1/3

Simpson 3/8

6.1.Si deseamos obtener un error menor o igual a 107 con estos datos, jes
suficiente el resultado obtenido con el método trapezoidal?

6.2.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 1/37?
6.2.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 3/87?

7. Lafuncion cos(cos(x) ) es una funcién no integrable en [0,1]. Sin embargo,
se puede obtener su integral aproximada en el intervalo 0 a 1.

7.1.Completa los siguientes resultados con SIMetNum
Con Simpson 1/3, 7 puntos, una x___ =0 y un espaciamiento de 0.166666:
Con Simpson 1/3, 13 puntos, una x_ =0 y un espaciamiento de 0.08333:
Con Simpson 3/8, 7 puntos, una x, . =0 y un espaciamiento de 0.166666:
Con Simpson 3/8, 13 puntos, una x . =0 y un espaciamiento de 0.08333:
7.2.El resultado de la integracion numérica de la funcion f(x)= cos(cos(x) ) de
0 a 1 que proporciona MAPLE es: 0.6597810536, tomando este resultado

como el esperado, jcual de los cuatro resultados es el mejor?

5.6 CUESTIONARIO

1. Una vez elegido el método de integracion a emplear (trapezoidal, Simp-
son de 1/3 o 3/8) jqué se requiere hacer, con ese mismo método, para
lograr resultados cada vez mas exactos?

2. Suponiendo que aplicamos los métodos de integracion trapezoidal, el
de Simpson de 1/3y el de Simpson 3/8 a un problema especifico, ; cuél
de los tres métodos requiere mayor cantidad de puntos en la tabla para
obtener mayor exactitud en los resultados?

3. Sitenemos un nimero de puntos cualquiera en la funcién tabular.
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3.1.;Es posible emplear siempre el método de integracion trapezoidal?
3.2.;Es posible emplear siempre Simpson 1/3?
3.3.;Es posible emplear siempre Simpson 3/8?

4. Para aproximar la integral definida de una funcién dada con n puntos,
icomo debe de ser n para poder aplicar Simpson 1/3 'y Simpson 3/8?

5. ;Los métodos anteriormente mencionados sirven para aproximar la inte-
gral de funciones no integrables?

6. Si deseamos aproximar la integral definida de una funcién f(x), indicada
en los siguientes incisos, jcuadl método de integracidn consideras que
seria suficiente utilizar para obtener una buena aproximacion y con cuan-
tos puntos? ; Por qué?

a) Funcién lineal f(x)=ax + b:
b) Funcién de grado 2f(x)= ax?+bx+c:
c) Funcidn f(x) de tipo polinomial de grado mayor a 2 o cualquier otra:
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Glosario de términos

Algoritmo: Procedimiento que indica la serie de pasos y decisiones que se
ejecutan para la solucién de un problema. Las caracteristicas de un
algoritmo son las siguientes:

FINITO. Debe terminar en un nimero determinado de pasos.
DEFINIDO. Las acciones deben definirse sin ambigtedad.
ENTRADA. Puede tener una o varias entradas.

SALIDA. Debe de tener una o més salidas.

EFECTIVIDAD. Todas las operaciones deben de ser lo suficien-
temente bésicas para que puedan hacerse exactamente en un
determinado tiempo, no mayor al que utiliza una persona con

l&piz y papel.

Convergencia: Sucede cuando las aproximaciones obtenidas se acercan
cada vez més a la solucién del problema. Se dice que hay “Conver-
gencia” al utilizar un método numérico para resolver un problema
en particular cuando, mientras mas iteraciones se hacen, se obtiene
una mejor aproximacion al resultado.

Iteracion: Secuencia de pasos que se repite varias veces, se parte de uno
o varios valores iniciales, estos datos se procesan aplicando dicha
secuencia de pasos y se obtienen uno o varios resultados parciales.
Estos resultados parciales seran los valores iniciales que se utilicen
al aplicar la siguiente iteracion. Por lo general, se espera que una
iteracion mejore los valores obtenidos en la iteracién anterior.
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Divergencia: Se dice que hay "Divergencia” cuando, mientras més iteracio-
nes se realicen, el resultado obtenido se aleja cada vez méas del
valor buscado (solucién real del problema).

Funcién analitica: La funcidn y = f(x) esta definida explicitamente en térmi-
nos matematicos. Para efectos practicos lo entenderemos como las
operaciones que se realizan a todo valor x del dominio para obte-
ner su correspondiente valor y de la imagen.

Funcién tabular: La funcién y = f(x) estd en forma tabular cuando se indica en
una tabla el valor de la imagen para algunos valores del dominio.

Parser: Analiza una cadena de caracteres alfanuméricos y reconoce unidades
gramaticales, lo que permite que el usuario pueda introducir como
dato una funcién.

Tolerancia: Es un pequefio valor g especifico, dado como dato de entrada,
con el cual se compara el error entre una iteracion y la anterior (de-
finido como ), como criterio de paro de un método iterativo. Este se
detendré cuando se cumpla la condicion <e.
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Apéndice. Solucion a las préacticas
y cuestionarios

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #1: Solucidn de ecuaciones no lineales

1. Aplicar el método de Biseccion y de Newton-Raphson con una toleran-
cia de 0.0001 para aproximar una raiz de

fix) =4x3-=x2+ 1

Anotar el nUmero de iteraciones y la raiz encontrada:

Método Intervalo inicial Resultado Num. de iteraciones
Biseccién [-1, 0] -0.55670166 13
Biseccién [-1.5, 1] -0.55662536 14
Biseccién [-10, 0] -0.55671691 16
Biseccién [-100, 100] -0.55662536 19
Biseccién [-1000, 1000] -0.55662536 24

Método Valor inicial  Resultado  Num. de iteraciones
Newton-Raphson -1 -0.556393 5
Newton-Raphson -10 -0.556393 "
Newton-Raphson -100  -0.556393 16
Newton-Raphson -1000  -0.556393 22
Newton-Raphson 100 -0.556393 19

Newton-Raphson 1000000  -0.556393 47
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1.1.La aproximacion obtenida con biseccién es exactamente igual a la aproxi-
macién obtenida con Newton-Raphson?

No, difieren en los digitos menos significativos.

1.2.En los casos de Newton-Raphson el valor inicial crecié hasta un millén de
veces. jComo crecié el numero de iteraciones para llegar a la aproxima-
cion de la raiz?
a) Elnumero de iteraciones crecié también alrededor de un millén.
b) El nimero de iteraciones no aumenté demasiado.
c) Elnumero de iteraciones fue el mismo.

2. Sise varia la tolerancia para la funcién anterior, jen cuéntas iteraciones
se encuentra la raiz?

Biseccion Newton-Raphson
raiz iteracio- raiz iteracio-
obtenida nes obtenida nes
2.1. Con tolerancia de 0.01: -0. 5546875 6 -0.556695 4

2.2. Con tolerancia de 0.00000001: -0.55669309 26 -0.55669309 6

2.3.;Con cudl de los dos métodos aumentaron mas las iteraciones al dismi-
nuir la tolerancia?

Con el de biseccién.

3. Aplicar el método de Newton-Raphson con una tolerancia de 0.0001 para
encontrar la raiz de

fix) = x> +05x?-25x+1=0

. En cuantas iteraciones se encuentra la raiz?

Raiz lteraciones
3.1. Si el valor inicial es de 2: 1 6
3.2. Si el valor inicial es de 1000: 1 22
3.3. Si el valor inicial es de 1000000: 1 39
3.4. Si el valor inicial es de -10: -2 8

3.5. Si el valor inicial es de 0.1: 0.49999 5
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3.6. jPor qué se obtuvieron diferentes aproximaciones en algunos de los casos?

Porque la funcién tiene tres raices y el método converge a la mas cerca-
na al valor inicial dado.

4. Aplicar el método de Biseccion y de Newton-Raphson con una toleran-
cia de 0.0001 para encontrar la raiz de

f(x) = Cos(x) — x?

Anotar el nUmero de iteraciones y la raiz encontrada:

Método Intervalo inicial Resultado Num. de iteraciones
Biseccién [-0.5, 1.5] 0.82415771 14
Método Valor inicial Resultado Num. de iteraciones
Newton-Raphson 8 0.824132 7

5. Si se varia la tolerancia para la funcién anterior, jen cuéntas iteraciones
se encuentra la raiz?

Biseccion Newton-Raphson
[-0.5,1.5] valor inicial=8
raiz iteraciones raiz  iteraciones
obtenida obtenida
5.1.Con tolerancia de 0.01: 0.8203125 7 0.82413234 6

5.2.Con tolerancia de 0.00000001: 0.8241323158 27 0.82413231 8

5.3.;Con cuél de los dos métodos aumentaron mucho las iteraciones cuan-
do se disminuyd la tolerancia?

Con biseccién.

6. Usando Biseccién y tolerancia 0.0001, jen cuéntas iteraciones se encuen-

tra la raiz?
Raiz itera-
ciones
6.1. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [-0.5, 1]: 0.82412719 13
6.2. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [0, 1]: 0.82415771 13

6.3. Si a Cos(x) — x? se le aplica un intervalo inicial de [-1000, 1000]: -0.82415342 24
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6.4.;La aproximacién a la raiz es exactamente la misma en todos los casos
anteriores?

No, difiere en los digitos menos significativos.

7. Completa lo siguiente usando el método de Biseccidn para obtener una
de las raices de f(x) = cos(x) con una tolerancia de 0.0001 .

Intervalo inicial raiz iteraciones
[0,10]
[0,100]
[0,1000]

7.1.;Por qué se obtienen aproximaciones a diferentes raices?

Porque se trata de una funcién periédica que tiene raices mdltiples.

Resultados del cuestionario de los métodos
de Biseccién y Newton-Raphson

CUESTIONARIO

1. Suponiendo que en un intervalo inicial dado solo se tiene una raiz,
1.1.iqué sucede con el numero de iteraciones n del método de biseccion
cuando el intervalo inicial se hace cien veces méas grande?
a) nnoaumenta
b) n aumenta un poco
c) naumentaen 100
d) podria suceder cualquiera de las anteriores

1.2.;Se obtiene exactamente la misma raiz con el método de biseccion
cuando el intervalo inicial varia y se deja fija la tolerancia?

Se obtienen aproximaciones a la raiz muy parecidas, variando solo los
digitos menos significativos.
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2. Si en el método de biseccién proporcionamos diferentes intervalos ini-
ciales a una funcién con raices multiples, j esperas obtener aproximacio-
nes hacia la misma raiz o hacia raices diferentes?

Raices diferentes.

3. Sitenemos una funcién con tres raices conocidas, por ejemplo:

fix) =x>+05x2-25x+1=0

cuyas raicesson x,=-2 x,=0.5 x,=1

y aplicamos el método de Newton-Raphson con un valor inicial cercano
a la raiz de la extrema derecha:

X,= 2,y se obtiene la raiz x=1 en n iteraciones, ;qué pasaria si ahora X,
vale 100007 (suponer la misma tolerancia en ambos casos).

El nimero de iteraciones serd mucho mayor a n
El nimero de iteraciones no aumenta demasiado
El nimero de iteraciones sera el mismo

Puede pasar cualquiera de las anteriores

cTe

&

4. ;Qué sucede con el nimero de iteraciones en los métodos de Biseccion
y Newton-Raphson cuando se requiere de mayor exactitud en la aproxi-
macién a una raiz, es decir, cuando se tiene una tolerancia mas pequefa?

Aumenta el nUmero de iteraciones.

5. Engeneral, y suponiendo que es posible aproximar las raices de una fun-
cion, sin mayor problema con cualquiera de los métodos de Biseccion
o de Newton-Raphson, ;cual de estos métodos serd mas rapido? ;Por
qué?

Newton-Raphson. Si bien hay que considerar varias cuestiones, como
la funcidn, el intervalo o aproximacién inicial, etc., en términos generales,
cuando ambos métodos funcionan bien, el de Newton-Raphson requiere
de muchas menos iteraciones.
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6. Siaplicamos el método de Biseccién y el de Newton-Raphson a una mis-
ma funcidn, con una tolerancia de 0.0001 en ambos casos y proporciona-
mos respectivamente un intervalo inicial [a_, b_] y un valor inicial X, de
manera que se obtienen aproximaciones hacia la misma raiz, jla aproxi-
macion obtenida con biseccion es exactamente igual a la aproximacién
obtenida con Newton-Raphson?

No, difieren en sus digitos menos significativos.

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #2: Solucidn de sistemas de ecuaciones lineales

1. Aplicar el método de Jacobi y de Gauss-Seidel con una tolerancia de
0.0001 para aproximar un vector solucién a los siguientes sistemas
AX = b con la misma matriz asociada A pero distinto vector b de

términos independientes:

4 -1 0 0 R b
A_| -1 4 -1 0 3ol 2| p|
0 -1 4 -1/ x| by
0 0 -1 4 X b,

Considerar en todos los incisos i(o) =(0,0,0,0 y tol=0.0001

Anotar el nUmero de iteraciones y el vector solucién encontrado.

ayb =111 1y

Método Vector Solucién Num.
de iteraciones
Jacobi X = (0.36362195, 0.45452213, 0.45452213, 0.36362195) 11

Gauss Seidel X = (0.36362858, 0.45454036, 0.45453394, 0.36363584) 7
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b) b =(7I 1! 41 _5)t
Método Vector Solucién Num.
de iteraciones

Jacobi X = (1.99998080, 0.99999469, 0.99994894, —1.00000327) 12
Gauss Seidel X = (2.00000648, 1.00000424, 1.00000171, =0.99999957) 7
C) b = (_41 OI 3! _6)t

Método Vector Solucién Num.
de iteraciones

Jacobi X = (-1.04304003, -0.172238882, 0.35410285, -1.41147708) 11

Gauss Seidel X =(-1.04305944, -0.17224699, 0.35406771, —1.411488307) 8

1.1.;La aproximacion obtenida con Jacobi es exactamente igual a la aproxi-
macién obtenida con Gauss-Seidel?

1.2.;Con cuél método se realizaron menos iteraciones?

Con el de Gauss-Seidel

2. Encontrar la aproximacion a la solucién del siguiente sistema usando di-
ferentes valores para el vector inicial:

10 -3 1 w5
A=| 2 10 3| X=[ x |. b=| 1
3 2 10 N

Considerar en todos los incisos una tolerancia de 0.00001

a) x9=x*+(1,-1,00=x* + Ax = (0.55397, -0.7271, 0.27921)t
Método Vector Solucién Num.
de iteraciones

Jacobi X =(-0.44602995, 0.27297295, 0.27921553) 13
Gauss Seidel X =(-0.44603123, 0.27297095, 0.27921517) 8
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b) x©=x+(10,-10,0) = x* + 10 Ax = (5.5397, -7.271, 0.27921)

Método Vector Solucién Num.

de iteraciones
Jacobi X =(-0.44602995, 0.27296820, 0.27921364) 15
Gauss Seidel X =(-0.44602958, 0.27297084, 0.27921470) 9

c) x9=x+ (1000, -1000, 0) = x* + 1000 Ax = (553.97, -727.1, 0.27921)

Método Vector Solucién Num.

de iteraciones
Jacobi X =(-0.4460301, 0.27296888, 0.27921413) 20
Gauss Seidel X =(-0.4460303, 0.27297081, 0.27921494) 12

2.1.El vector solucién al sistema lineal de ecuaciones dado es x® = (-0.446,
0.2729, 0.2792), con el vector inicial cerca de la solucidon x©@ = x° + Ax tu-
vimos que, con una tolerancia fija dada, el método de Jacobi llegd a un
resultado en 13 iteraciones, y el de Gauss-Seidel llegd a un resultado en
ocho iteraciones. Cuando el vector inicial fue x© = xs + 1000 Ax (1000 ve-
ces mas lejos de la solucién que el vector inicial anterior) § Cémo cambid
el nimero de iteraciones de cada método?
a) Elnimero de iteraciones fue 1000 * (13)y 1000 * (8), respectivamente.
b) El nimero de iteraciones fue << 1000 * (13) y << 1000 * (8),
respectivamente.
c) El nimero de iteraciones fue 1000 * (13) para Jacobiy <<1000 * (8)
para Gauss-Seidel.
d) El nimero de iteraciones es <<1000* (13) para Jacobiy 1000 * (8)
para Gauss-Seidel.

3. Aplicando los dos métodos y usando diferentes valores para la toleran-
cia, encontrar la aproximacién a la solucion del sistema de ecuaciones

lineales, donde:

con X© —(0.0,0¢ Sol Exacta X = (2/3, 1/2, —1/3)"
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a) tol =0.001
Método Vector Solucion Num.

de iteraciones
Jacobi X = (0.66663456, 0.49944577, -0.33444157) 13
Gauss Seidel X = (0.6667716, 0.500317057, -0.33316275) 6
b) tol =0.00001
Método Vector Solucion Num.

R de iteraciones

Jacobi X = (0.66666518, 0.49999672, -0.33333967) 23
Gauss Seidel X = (0.66666845, 0.50000290, -0.33333042) 10
c) tol =0.0000001
Método Vector Solucion Num.

de iteraciones
Jacobi X = (0.66666664,0.49999994, -0.33333344) 31
Gauss Seidel X = (0.66666667, 0.50000001, —-0.33333331) 15

3.1.;,Con cuél de los dos métodos aumentaron mas las iteraciones al dismi-
nuir la tolerancia?
3.2.;Cuédl de los dos métodos es méas rapido?

El de Gauss-Seidel.

4. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encontrar
la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Ninguno de los métodos funciona, ya que al menos uno de los elementos
de la diagonal es cero. Reordenando la matriz Ay el vector b.

21 0 R 5 0
A-|1 2 0 | b= 2] x9_]0
0 0 -1 1 0
Método Vector Solucién Num. de iteraciones
Jacobi X = 3.999938, -2.999954, -1.0) 16

Gauss Seidel X = (3.999977 -2.999988, -1.0) 9
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5. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encontrar
la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Ninguno de los métodos funciona, ya que al menos uno de los elementos
de la diagonal es cero. Reordenando la matriz Ay el vector b.

Método Vector Solucién Num.

de iteraciones
Jacobi X = (0.999989, 2.000015, -1.000012, 1.000019) 13
Gauss Seidel X = (1.000008, 2.000001, -1.000002, 0.999999) 6

6. Aplicando los dos métodos y usando una tolerancia de 0.0001, encontrar
la aproximacién a la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

Método Vector Solucién Num. de iteraciones

Jacobi X = No se encuentra convergencia (el sist. Llega a 50)
Gauss Seidel X = No se encuentra convergencia (el sist. Llega a 100)

Respuesta: No hay convergencia, las magnitudes de las entradas del vec-
tor solucién crecen sin medida.

Resultado del cuestionario de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

CUESTIONARIO

Suponiendo que los métodos de Jacobiy de Gauss-Seidel convergen hacia
la solucién de un problema:

1. ;La aproximacién al vector solucién que se obtiene con el método de

Jacobi es exactamente igual a la que se obtiene con el método de
Gauss-Seidel?

Las aproximaciones son muy similares pero difieren en los digitos menos
significativos.
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2. ;Coémo varia el nimero de iteraciones en el método de Jacobiy en el de
Gauss-Seidel cuando se disminuye la tolerancia empleada?
a) Aumenta
b) Disminuye el nUmero de iteraciones
c) Permanece constante

3. ;Cudl de los dos métodos es mas rapido?
El de Gauss-Seidel.

4. Suponiendo que el vector solucién a un sistema lineal de ecuaciones
dado es x* y damos un vector inicial cerca de la solucién x©@ = x* + Ax
tenemos que, con una tolerancia fija dada, el método de Jacobi llega a
un resultado en n, iteraciones y el de Gauss-Seidel llega a un resultado
en n, iteraciones. Si ahora el vector inicial es x© = x* + 1000 Ax el cual
estd 1000 Ax mas lejos de la solucién que el vector inicial anterior, jcémo
esperas que cambie el niUmero de iteraciones de cada método?

a) El ndimero de iteraciones es 1000 n,y 1000 n,, respectivamente

b) Elndmero de iteraciones es << 1000 n,y << 1000 n,, respectivamente

c) El ndmero de iteraciones es 1000 n, para Jacobiy <<1000 n, para
Gauss-Seidel

d) El nimero de iteraciones es <<1000 n, para Jacobiy 1000 n, para
Gauss-Seidel

5. Las siguientes representan la forma general del método de Jacobi y del
método de Gauss-Seidel, donde puede observarse facilmente que si al-
guno de los coeficientes a, que se encuentran en la diagonal de la matriz
A asociada al sistema es cero, ninguno de los métodos funcionara:

i-1 n
k+1 1 k f+l 1 f+l k
x,’ =__(_bi+Ea,‘jxj) X" =——(—b.+Eaux.+ +Eaux4)
a ‘ i a i i i
i =l ii j=1

A J=i+l
J#i

Jacobi Gauss-Seidel



84 PRACTICAS CON SIMETNUM

En tal caso, jqué se puede hacer para evitar, en lo posible, que alguno de
los coeficientes de la diagonal sea cero y, con ello, aumentar la probabilidad
de obtener convergencia en los resultados?

Reordenar el sistema original, para que la matriz asociada del sistema
sea lo mas parecido a una estrictamente diagonal dominante, es decir una
matriz en la cual se satisface que n ,paracadai=1, .. n.

e
=

J=i

6. iAlguno de los dos métodos asegura la convergencia de cualquier siste-
ma lineal de ecuaciones?

No, ya que existe la posibilidad de que el sistema no tenga solucién. En
caso de que el sistema tenga solucién pero la diagonal de su matriz asocia-
da no sea estrictamente dominante, entonces ninguno de los dos métodos
asegura la convergencia.

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #3: Interpolacion de Newton y Lagrange

1. Sea f(x) = sen (In x).
1.1.La funcién tabular que se genera a partir de esta f(x) para cinco datos
partiendo de x= 0.5 con un espaciamiento de 0.5 es la siguiente:

X 0.5 1 1.5 2 2.5
f(x) -0.638961 0 0.394 446 0.638961 0.793349

SIMetNum ejecuta el método de interpolaciéon de Newton con diferencias
divididas de tercer orden (estamos trabajando para que se pueda aumentar
este orden). Para generar el polinomio de aproximacién de Newton dentro
de SIMetNum, se requiere introducir como datos: el nimero n de puntos
a considerar, el valor del primer punto x conocido y el espaciamiento h, a
partir de los cuales se generan los n+7 puntos x, igualmente espaciados,
ademas deben proporcionarse los valores de la funcién en estos puntos, el
valor de x donde se desea aproximar f(x) y el valor de x_ . a considerar. Este

inicial
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Ultimo valor debe coincidir con alguno de los x de la tabla de datos conoci-
dos e indica a partir de qué punto se generara el polinomio de Newton, es

decir x_= x,

inicial

Usando interpolacion de Newton, encontrar los valores de f(x), dar una

x, ...= 0.5y llenar la siguiente tabla:
X fexact(X) fNewt(X) | fexac‘t(x) - fNewt(X) |
(Sol. Exacta) (Sol. Newton)
0.75 -0.28373 -0.283004 0.00072954
1.25 0.221296 0.221875 0.00057980

1.2.Con la funcién tabular dada en 1.1, encontrar el polinomio interpolante
de Lagrange de grado 3y llenar la siguiente tabla:

X Grado del fexact(x) FLagrange(X) | fexact(x) - fLagrange(X) |
polinomio (Sol. Exacta) (Sol. Lagrange)
interpolante
0.75 3 -0.28373 -0.283004 0.000726
1.25 3 0.221296 0.221875 0.000579

1.3.:Qué resultados se aproximan mas a la solucién exacta? ; Por qué?

Los resultados son practicamente los mismos con Newton que con La-
grange, ya que los métodos de Newton con diferencias divididas de tercer
orden y el polinomio de Lagrange de grado 3 son equivalentes.

2. A continuacién tenemos una funcién tabular que corresponde a f(x) = e~
con puntos que tienen un espaciamiento < 1:

X -1
f(x) | 0.367879

-0.5 0
0.60653 1

0.5 1
1.648721 2.718281

1.25
3.490342

2.1. Encontrar el polinomio interpolante de Lagrange de grados 3,4y 5y
llenar la siguiente tabla (aprovechar la tabla introducida en SIMetNum para
calcular el resultado de f(-0.75) y de f(0.25) en una sola ocasién):
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X Grado del f o) Lagrange(x) | ) -
polinomio (Sol. Exacta) | (Sol. Lagrange) LagrangelX |
interpolante

-0.75 3 0.472366 0.474129 0.001763
-0.75 4 0.472366 0.471583 0.000783
-0.75 5 0.472366 0.472684 0.000318
0.25 3 1.284025 1.286177 0.002152
0.25 4 1.284025 1.283631 0.000394
0.25 5 1.284025 1.284103 0.000078

2.1.1.;Se cumple que la interpolacién de Lagrange mejora conforme au-
menta el grado del polinomio interpolante de Lagrange?

Si.
2.2.Dandouna x, = 0 para la funcién tabular dada al inicio del inciso 2 (con

4 puntos a partir de x=0), encontrar los valores de f(x) con el método de
interpolacién de Newton y llenar la siguiente tabla:

X fexact(x) fNewt(X) | fexact(x) - fNewt(X) |
(Sol. Exacta) (Sol. Newton)
0.25 1.284025
0.75 2.117000

2.3.;Por qué no se pueden obtener los resultados de la tabla en 2.2?

Porque para la interpolacion de Newton se requiere de una funcién ta-
bular con espaciamientos constantes.

3. En el punto anterior se obtuvieron resultados de interpolacién utilizando
una funcion tabular que corresponde a f(x) = e* con puntos que tienen
un espaciamiento < 1, probemos ahora lo que sucede cuando aumenta
este espaciamiento. Utilicemos la siguiente funcién tabular (aprovechar
la tabla introducida en SIMetNum para calcular el resultado de f(-0.75) y
de f{0.25) en una sola ocasidn):
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X -1 0 1 2 3 4 5 6 7/
f(x) | 0.367879 | 112.718281|7.389056 | 20.085536 | 54.59815 [148.4131|403.4287 |1096.6331

Completar la siguiente tabla:

X Grado del f oa®) FLagrange(x) [ f %) - fLagrange(x) |
polinomio | (Sol. Exacta) | (Sol. Lagrange)
interpolante
-0.75 3 0.472366 0.526146 0.053780
-0.75 6 0.472366 0.349574 0.122792
-0.75 8 0.472366 0.215332 0.257034
0.25 3 1.284025 1.254839 0.029186
0.25 6 1.284025 1.313462 0.029437
0.25 8 1.284025 1.328569 0.044544

3.1.;Se cumple que la interpolacién de Lagrange mejora conforme aumenta
el grado del polinomio interpolante de Lagrange?

No.

3.2.;Los puntos de la tabla estan cerca de los puntos a interpolar?

No.

4. Cuando se tiene una funcidn tabular a partir de datos experimentales,
es de esperar que algunos de los datos contengan ligeros errores. En
estos casos, un polinomio interpolador de grado alto suele presentar os-
cilaciones, ya que tiende a modelar el comportamiento de los datos con
todo y errores. En la siguiente gréfica, la linea punteada es f(x) = In(x-2)
+1y lalinea continua corresponde a un polinomio de Lagrange de grado
5, este pasa por cada uno de los puntos, los cuales estan ligeramente
desviados de la curva f(x) = In(x-2) +1, lo que ocasiona que el polinomio
se aleje de la funcién a modelar.
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Gréfica de f(x) = In(x-2) +1 y polinomio de Lagrange grado 5

1.6
1.4
1.2

1 /

0.8
0.6 /
0.4 'yl
0.2
0 T T T T T 1
24 26 28 3 32 34 36

Observemos este fendmeno con SIMetNum.
4.1.Sea la funcidon fx) = In(x-2) +1. Los puntos f(x) se obtuvieron calculando
In(x-2) +1, por lo que son exactos.

X 25 2.7 29 3.1 3.3 35
f(x) | 0.306852 | 0.643325 | 0.894639 | 1.095310 | 1.262364 | 1.405465
Completar la siguiente tabla:

X fexac‘t(x) fLagr(X) | fexact(x) - fLagr(X) |

(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)

2.6 0.489174 0.488850 0.000324

2.8 0.776856 0.776940 0.000084

3 1 0.999949 0.000051

En este caso, ¢los resultados de la interpolacién son similares a los de la
solucién exacta?

Si.
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4.2.Ahora supongamos que los datos son experimentales y tienen ligeros
errores:

X 2.5 2.7 29 3.1 3.3 3.5
f(x) 0.306852 0.620325 | 0.924639 | 1.065310 1.292364 | 1.405465

Completar la siguiente tabla:

X fexact(x) fLagr(X) | fexact(x) - fLagr(X) |
(Sol. Exacta) Lagrange grado 5
Datos con error
2.6 0.489174 0.415901 0.073273
2.8 0.776856 0.802780 0.025924
3 1 0.999265 0.000735

4.3.;Cémo son los resultados de la interpolaciéon de Lagrange cuando se
usaron datos con ligeros errores con respecto a los resultados que se
obtienen con datos exactos?

Los resultados obtenidos a partir de una tabla con datos exactos son
mucho mejores que los obtenidos a partir de una tabla con datos que tie-
nen ligeros errores.

5. De la teoria sabemos que la interpolacion de Lagrange funciona bien
con funciones polinomiales, también funciona correctamente para mu-
chas otras funciones no polinomiales, por ejemplo, la funcién en 2y 3.
Sin embargo, hay que tener cuidado con las funciones que tienen com-
portamiento asintotico.

5.1.Sea la funcidon f(x) = (1+x%'con los siguientes puntos:

X -3 -2 -1 0 1 2
f(x) 0.1 0.2 0.5 1 0.5 0.2
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Completar la siguiente tabla:
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X f (X fLagr(x) | ) - fLagr(x) |
(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)
-2.75 0.1167 0.252880 0.136180
-1.5 0.307692 0.254687 0.053005
1.8 0.235849 0.013830 0.222019

¢ Los resultados de la interpolacion son similares a los de la solucién exacta?

No.

La gréfica de f(x) = (1+x9)" es la siguiente:

i)
3

j“'

/
LEE

02

fix) = (1+x%)", la pardbola corresponde

Aqui se muestran f(x) = (1+x9)"
a un polinomio de Lagrange de grado 2y el polinomio de Lagrange de grado 8

De las gréficas anteriores, se observa que cuando aumenta el grado del
polinomio interpolante de Lagrange, la interpolacion no mejora en los extre-
mos, sin embargo, si mejora el modelado de la parte central de f(x), donde
no se presenta el comportamiento asintético.

5.2.Sea la funcion f(x) = (1+x%)" pero ahora con los siguientes puntos.
p 9

X -1.5 -1

-0.5

0.5 1

f(x) 0.307692 0.5

0.8

0.8 0.5
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X o) fLagr(x) | f ) - fLagr(x) |
(Sol. Exacta) (Lagrange grado 5)
-1.3 0.609756 0.608576 0.001180
-0.25 0.941176 0.937199 0.003977
0.75 0.640000 0.601380 0.038620

Con los puntos de esta tabla, jlos resultados de la interpolacion mejoran?
Si.
i Por qué crees que esto sucede?

Porque en los extremos de la funcién hay un comportamiento asintético
que los polinomios de Lagrange no pueden modelar, sin embargo, si se
trabaja en la parte central de la funcién se pueden lograr mejores interpo-
laciones.

Resultados del cuestionario y la practica

para los métodos de Interpolacién de Newton y de Lagrange

CUESTIONARIO

1. ;Cémo debe de ser el espaciamiento de la funcién tabular para poder
comparar los resultados de la interpolacién de Newton y los de la inter-
polacion de Lagrange?

Para poder hacer una comparacién entre estos dos métodos, se requie-
re que los puntos considerados de la funcién tabular tengan un espacia-
miento constante en ambos casos.

2. Si tenemos una funcién tabular con espaciamientos constantes y obte-
nemos resultados de interpolacién con el método de Newton (con dife-
rencias divididas de tercer orden) y también obtenemos resultados con
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Lagrange usando un polinomio de grado 3, ;qué interpolaciéon es mas
exacta, la de Newton o la de Lagrange?

Los resultados son practicamente los mismos, puesto que estas dos for-
mas de interpolacién son equivalentes.

3. ;Por qué falla el polinomio interpolador de Lagrange cuando se parte de
una funcién tabular obtenida con datos experimentales (estos contienen
ligeros errores)?

En estos casos, un polinomio interpolador de grado alto suele presentar
oscilaciones, ya que tiende a modelar el comportamiento de los datos con
todo y errores. El polinomio interpolador pasa por cada uno de los puntos
experimentales, los cuales estén ligeramente desviados de la curva que
representa la funcién real, lo que ocasiona que este se aleje de la funcién
real a modelar.

4. En términos generales, si los puntos de la funcidon tabular no contienen
errory el espaciamiento no es muy grande (en general h < 1), ;qué suce-
de con los resultados de la interpolacion de Lagrange cuando aumenta
el grado del polinomio interpolante?

La exactitud de los resultados aumenta con el grado del polinimo inter-
polante de Lagrange.

5. ;Los polinomios de Lagrange pueden interpolar correctamente una fun-
cién con asintotas?

Los polinomios de Lagrange no pueden modelar el comportamiento
asintético, sin embargo, si pueden modelar adecuadamente la parte de la
funcién que no tenga este comportamiento.

Sistema Interactivo de Métodos Numéricos (SIMetNum)

Practica #4: Integracion Numérica

1. La funciénf(x)= xIn(x) es integrable y tenemos que:

2

2 x2 1
In(x) dx = =1 ——| =0.636294u2
[/ = 3 focor -3 =aoszon

1
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Hacer la integracién numérica de f(x)= xIn(x) con SIMetNum y completar
lo siguiente. Usar 7 puntos en la funcién tabular a integrar con una primera
x =1y un espaciamiento de 0.166666. Proporcionar directamente la funcién
analitica para que SIMetNum obtenga los puntos tabulares a emplear de
manera automatica. El valor de la integral exactaes: | =0.636294 u”.

Método de integracion Integral aproximada: I exacta ™ laprox
Trapezoidal 0.637897 u? 0.001603
Simpson 1/3 0.636291 u? 0.000003
Simpson 3/8 0.636300 u? 0.000006

1.1.Probar el método de Integracién Trapezoidal empleando diferentes va-
lores para el ancho Ax de los n subintervalos a considerar. Completar lo

siguiente:
Numero de puntos | Espaciamiento Integral aproximada: Il acts™ aprond
aprox
5 0.250 0.639900 0.003606
9 0.125 0.637196 0.000902
14 0.07692 0.636580 0.000286
24 0.043478 0.636395 0.000101

1.2.iAproximadamente cuéantos puntos de la funcién tabular requiere el mé-
todo de integracion trapezoidal para que la exactitud del resultado de
la integral sea comparable con la de los resultados obtenidos con los
métodos de Simpson?

El nimero de puntos debe de ser mayor que 24, ya que con 24 puntos
aun no se alcanza la exactitud que lograron los métodos de Simpson 1/3 'y

3/8 con Unicamente 7 puntos.

2. Suponiendo que se tiene la siguiente tabla:

X 00 |02 |04 |06 |08
f(x) 1.0 [0.98 |0.92|0.83 |0.7
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. Cual es el resultado de ?, usando:

a) el método trapezoidal: 0.714973

b) el método de Simpson 1/3: 0.717361

c) el método de Simpson 3/8: no se puede porque 5-1 = 4 no es mdlti-
plo de 3.

3. Si sabemos que la funcién tabular del punto anterior corresponde a la
funcién cos(x), haz lo necesario para calcular la integral de 0 a 0.8 con los
métodos de Simpson 1/3'y Simpson 3/8.

3.1.Usando Simpson 1/3:

Numero de puntos: 5
Espaciamiento: 0.2
El valor de la integral de 0 a 0.8 es: 0.717361

3.2.Usando Simpson 3/8:
Numero de puntos: 7
Espaciamiento: 0.13333
El valor de la integral de 0 a 0.8 es: 0.717356
1

1
4.  Sitenemos J- (2x+5)dx =x2+5x| =6
0 0

=6 u? Completar la siguiente tabla. Usar 7 puntos, x_ . =0,

inicial

Es decir, I__ ..
espaciamiento = 0.16666666.

Método de integracion | Resultado de la integral 1 actaaprox
Trapezoidal 5.999997 0.000003
Simpson 1/3 5.999997 0.000003
Simpson 3/8 5.999990 0.000001

4.1.Notese que f(x)=2x+5es una funcién lineal. Si deseamos obtener un error
menor o igual a 10 con estos datos, jes suficiente el resultado obtenido
con el método trapezoidal?

. Qué sucede si utiliza sélo los valores correspondientes a los puntos Oy 1
para calcular la integral con el método trapezoidal?

1

. 1 1. 3
5. Sitenemos f (x? = 3x + Ddx = 5x% = —x” +x| =-0.1666666
0 0
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Es decir, |___,.=-0.1666666 u*.
Completar la siguiente tabla. Usar 7 puntos, x__ = 0, espaciamiento =
0.16666666.
Método de integracién Resultado de la integral | Il -
Trapezoidal -0.162036 0.004630
Simpson 1/3 -0.1666661 0.000000
Simpson 3/8 -0.1666660 0.000000

5.1.Nétese que f(x)=x>-3x+1 es una funcién polinomial de grado 2. Si desea-
mos obtener un error menor o igual a 10* con estos datos, jes suficiente
el resultado obtenido con el método trapezoidal?

No.
5.2.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 1/37
Si.

. Qué sucede si utiliza solo los valores correspondientes a los puntos 0, %
y 1 para calcular la integral con el método de Simpson 1/37

6. Usando los resultados obtenidos en el punto 3 (no hay que repetir los
célculos), completar la siguiente tabla. Nétese que f(x)=cos(x) no es de
tipo polinomial y que 0.8 0.8

f cos(x) dx = sen(x)| =0.71735609
0

0

Es decir, |____=0.71735609.

Método de integracion

Resultado de la integral

exacta aprox

Trapezoidal 0.714973 0.002383
Simpson 1/3 0.717361 5*10*
Simpson 3/8 0.717356 9*10®
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6.1.Si deseamos obtener un error menor o igual a 107 con estos datos, ;jes
suficiente el resultado obtenido con el método trapezoidal?
No.
6.2.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 1/37?
No.
6.3.;Es suficiente el resultado obtenido con Simpson 3/87?
Si.

7. Lafuncion cos(cos(x) ) es una funcién no integrable en [0,1]. Sin embargo,
se puede obtener su integral aproximada en el intervalo 0 a 1.

7.1.Completa los siguientes resultados con SIMetNum
Con Simpson 1/3, 7 puntos, una x_._ =0 y un espaciamiento de 0.166666:

inicial

0.559582 u?

Con Simpson 1/3, 13 puntos, una x, . =0 y un espaciamiento de 0.08333:
0.659744 u?

Con Simpson 3/8, 7 puntos, una x___ =0 y un espaciamiento de 0.166666:
0.559570 u?

Con Simpson 3/8, 13 puntos, una x . =0 y un espaciamiento de 0.08333:
0.6597748 u?
7.2.El resultado de la integracion numérica de la funcidn f(x)= cos(cos(x) ) de
0 a 1 que proporciona MAPLE es: 0.6597810536, tomando este resultado
como el esperado, jcual de los cuatro resultados es el mejor?

El de Simpson 3/8 con 13 puntos, con un error absoluto de 0.000062.
Resultados del cuestionario y la practica de los métodos

de Integracion Numérica Trapezoidal, Simpson 1/3 'y Simpson 3/8
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CUESTIONARIO

1. Una vez elegido el método de integracién a emplear (trapezoidal, Simp-
son de 1/3 o0 3/8), ;qué se requiere hacer, con ese mismo método, para
lograr resultados cada vez més exactos?

Aumentar el nimero de puntos de la funcién tabular considerada.

2. Suponiendo que aplicamos los métodos de integracion trapezoidal, el
de Simpson de 1/3y el de Simpson 3/8 a un problema especifico, ; cual
de los tres métodos requiere mayor cantidad de puntos en la tabla para
obtener mayor exactitud en los resultados?

El de integracién trapezoidal.

3. Sitenemos un nimero de puntos cualquiera en la funcién tabular.
3.1.;Es posible emplear siempre el método de integracion trapezoidal?

Si, el método trapezoidal no pone restricciones sobre el nimero de pun-
tos a considerar.

3.2.iEs posible emplear siempre Simpson 1/3?

No, el nimero de puntos de la funcién tabular debe ser impar y al menos
tres para poder utilizar Simpson 1/3.

3.3. jEs posible emplear siempre Simpson 3/87?

No, el nimero de puntos de la funcién tabular menos 1 debe de ser un
multiplo de 3 para poder aplicar Simpson 3/8.

4. Para aproximar la integral definida de una funcién dada con n puntos,
i.como debe de ser n para poder aplicar Simpson 1/3 'y Simpson 3/8?

n debe ser impar tal que, ademas, n-1 sea mdltiplo de 3: 7, 13, 19, ...
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5. ;Los métodos anteriormente mencionados sirven para aproximar la inte-
gral de funciones no integrables?

Si.

6. Si deseamos aproximar la integral definida de una funcién f(x), indicada
en los siguientes incisos, jcudl método de integracidon consideras que
seria suficiente utilizar para obtener una buena aproximacién y con cuan-
tos puntos? ; Por qué?

a) Funcioén lineal f(x)=ax + b:
Trapezoidal
b) Funcién de grado 2f(x)= ax?+bx+c:
Simpson 1/3
c) Funcién f(x) de tipo polinomial de grado mayor a 2 o cualquier otra:
Simpson 3/8
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